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Al profesor Julio González Dı́az, mi agradecimiento por su ayuda con LATEX en la edición

de este documento y por sus consejos al respecto.

También quisiera agradecer la gestión de Maŕıa Leyenda Rodŕıguez y Mª José Ginzo Vi-
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Índice general
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3.2.2. Suma ordinal de cópulas y mezclas de M . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.2.3. Mixturas y sumas convexas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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5.3. Simulaciones para la cópula de Clayton con θ = 5 en n = 2 y n = 3. . . . . 114
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distribución Cθ (Γ(5, 4), t2(3, 10)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

7.4. Diagramas de dispersión de los datos de uranio y del Sc y Co. . . . . . . . 174
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8.14. Cópulas Arquimedianas 4B. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

A.1. Grupo dihédrico Dih2 para ∧, ∼ y ∗. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

ix





Introducción

Esta tesina para la obtención del Grado de Licenciado en Matemáticas revisa la teoŕıa,

propiedades y aplicaciones de las funciones cópula. La exposición teórica tiene el punto

de partida en el Teorema de Sklar y, entre otros conceptos, aborda la construcción de

cópulas, la importante clase Arquimediana y la relación de las cópulas con las medidas de

dependencia. Entre las aplicaciones, destaca el estudio de datos direccionales procedentes

de la central térmica de As Pontes y una ilustración del método de Genest y Rivest para

la estimación de cópulas Arquimedianas.

Las funciones cópula son distribuciones multivariantes con marginales uniformes, que,

aplicadas adecuadamente, permiten expresar una función de distribución multivariante

a partir de sus marginales. Este es un tema de gran interés tanto a nivel teórico como

práctico. En primer lugar, este planteamiento permite una reformulación del estudio de

las variables aleatorias, pasando de estudiar la distribución conjunta a estudiar de forma

separada la cópula y las marginales. Aśı, la cópula representa la estructura de dependencia

entre las variables y, como consecuencia, muchos de los conceptos de dependencia se pue-

den expresar en términos de cópulas. Además, la separación de una distribución en cópula

y marginales traslada el estudio de la dependencia en variables aleatorias al estudio en

variables uniformes, aislando los efectos de las marginales. Esta separación abre una nueva

v́ıa en la estimación de distribuciones conjuntas, permitiendo estimar de forma separada

la dependencia, dada por la cópula, y las marginales. Por otro lado, las cópulas se pueden

usar para construir nuevas familias de distribuciones multidimensionales y simularlas de

forma sencilla.

En lo que respecta a las aplicaciones, las cópulas se usan en finanzas para el modelado de

datos multivariantes, el análisis de riesgo de activos (por ejemplo CDOs) y el análisis de

productos actuariales. También se usan en medio ambiente, en el análisis supervivencia

y, de forma más novedosa, en el estudio de datos direccionales. Dentro de la estad́ıstica,

las cópulas tienen importantes usos en, por ejemplo, la regresión cuantil y la regresión

cuando la variable regresora no es independiente del error.

El estudio de las cópulas y de sus aplicaciones en estad́ıstica es un fenómeno relativamen-

1
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te nuevo, aunque con un crecimiento vertiginoso en los últimos veinte años. Su historia

comienza en 1959 cuando Abe Sklar publica el art́ıculo Fonctions de répartition à n dimen-

sions et leurs marges en las publicaciones del Instituto de Estad́ıstica de la Universidad de

Paŕıs. En él, Sklar emplea por primera vez el término cópula (juntar, unir) y proporciona

el famoso teorema que lleva su nombre. En 1973, Sklar publicó en la revista Kybernetica

el art́ıculo Random variables, joint distribution functions, and copulas en el que recoǵıa

los resultados sobre cópulas y que obtuvo una mayor difusión, al estar escrito en inglés.

Conviene mencionar que trabajos basados en distribuciones con marginales uniformes fue-

ron llevados a cabo antes por Hoeffding (1940), quien estableció las propiedades básicas

de una cópula, aśı como las cotas de Fréchet–Hoeffding. Sin embargo, debido a que sus

publicaciones estaban en alemán y en revistas poco conocidas, sus trabajos permanecie-

ron olvidados hasta que fueron traducidos al inglés en 1994. Fréchet (1951) descubrió de

forma independiente muchos de los resultados de Hoeffding. En vista de la aportación de

ambos autores, se acuñaron los términos de “cotas de Fréchet–Hoeffding” y “clases de

Fréchet–Hoeffding”.

Exceptuando los Caṕıtulos 5 y 7, el contenido de la tesina tiene un marcado carácter teóri-

co. Por eso se realizan la mayoŕıa de las demostraciones, citando referencias bibliográficas

para las que, por ser demasiado largas o intrascendentes, no sean demostradas. Para dar

fluidez e ir ilustrando los diversos conceptos, se incluyen numerosos ejemplos, gráficas

y observaciones. En este trabajo nos centraremos en las cópulas bidimensionales, sin ol-

vidar las multidimensionales, que también tienen un caṕıtulo y varias secciones espećıficas.

En el Caṕıtulo 1 se estudian las cópulas bidimensionales (en adelante cópulas simple-

mente). Se presentan como una extensión de las subcópulas, se prueba el Teorema de

Sklar y se exploran sus propiedades. Las más destacables son la relación de las cotas de

Fréchet–Hoeffding con los conceptos de dependencia perfecta y la invarianza de las cópulas

por transformaciones crecientes. Otros temas importantes que se examinan son las com-

ponentes de una cópula, el orden en el conjunto de las cópulas, la simetŕıa y las cópulas

de supervivencia. Los resultados obtenidos para cópulas se extienden para cópulas mul-

tidimensionales en el Caṕıtulo 2. Ciertos conceptos tienen una extensión sencilla, como

el Teorema de Sklar multidimensional, las componentes o las cotas de Fréchet–Hoeffding.

Otros, en cambio, se complican, como es el caso del orden y de las cópulas multivariantes

de supervivencia. Las demostraciones y complementos teóricos que sean necesarios para

estos caṕıtulos y los siguientes se recogen en el Apéndice A.

La construcción de cópulas es uno de los temas más relevantes. A lo largo del Caṕıtulo

3 se presentan los métodos geométricos, algebraicos y de inversión para la construcción

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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de cópulas. Un método geométrico muy interesante es la mezcla de potencias, que lleva a

las cópulas Arquimedianas usando las transformadas de Laplace. El caṕıtulo finaliza con

la problemática de la construcción de cópulas multivariantes.

Las cópulas Arquimedianas son una amplia clase de cópulas muy interesante debido a

sus buenas propiedades. El Caṕıtulo 4 establece las condiciones necesarias para obtener

estas cópulas y algunas de sus propiedades y caracterizaciones. Se estudian también las

cópulas Arquimedianas multivariantes, que proporcionan una forma elegante y sencilla de

construir cópulas multivariantes.

En el Caṕıtulo 5 se recogen los distintos métodos para simular cópulas. Son especial-

mente interesantes porque el proceso de simular una distribución multivariante se puede

dividir en la simulación de la cópula y la simulación de las marginales unidimensionales.

Los algoritmos para los ejemplos del caṕıtulo están programados en R y sus códigos se

pueden ver en el Apéndice B. El caṕıtulo se cierra incluyendo algunos ejemplos de uso

del paquete fCopulae.

Como las cópulas miden la dependencia entre dos variables, a través de ellas se pue-

den expresar los distintos tipos y medidas de dependencia. A este tema está dedicado el

Caṕıtulo 6, en el que destacan las medidas de concordancia y de dependencia (según la

definición de Rényi de 1959).

El Caṕıtulo 7 recoge algunas aplicaciones de las cópulas. La principal será el estudio de

los datos direccionales procedentes de la central térmica de As Pontes, correspondientes

a la dirección del viento y la concentración de SO2 durante el mes de agosto de 2009.

También se ve una forma alternativa de plantear y estimar la regresión cuantil mediante

cópulas y una aplicación del método de Genest y Rivest para el ajuste de la cópula de

un conjunto de datos conocido en la literatura. Los códigos de R usados en este caṕıtulo,

salvo los de datos direccionales, que no se incluyen por ser demasiado extensos, están en

el Apéndice C.

Por último, el Caṕıtulo 8 contiene una colección de cópulas notables aparecidas en la

literatura sobre cópulas, acompañadas por parámetros de interés como la Tau de Kendall

o la Rho de Spearman. Muchas de las expresiones anaĺıticas se han calculado usando el

software simbólico Mathematica.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Caṕıtulo 1

Cópulas bivariantes y propiedades

básicas

A lo largo de este caṕıtulo se introduce el concepto de cópula bivariante, dejando su

extensión multivariante para el próximo caṕıtulo. Se enuncia la relación de las cópulas

con las distribuciones bivariantes y se ven las propiedades que hacen de las cópulas una

poderosa herramienta para modelar la dependencia de una forma estandarizada. El punto

clave es el Teorema de Sklar, enunciado en 1959 y precursor de la teoŕıa.

1.1. Preliminares

Antes de introducir el concepto de función cópula, se recuerdan algunos conceptos y

resultados relacionados con el estudio de las funciones de distribución. Estos resultados

abordan la extensión del concepto de función creciente univariante al caso multivariante.

Definición 1.1. Sean S1 y S2 dos subconjuntos no vaćıos de R = [−∞,+∞], y sea H

una función de dos variables reales tal que su dominio es S1×S2. Sea B = [x1, x2]× [y1, y2]

un rectángulo tal que x1, x2, y1, y2 ∈ DomH. Entonces se define el H–volumen de B como

VH(B) := H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2) +H(x1, y1) . (1.1)

Observación 1.1. Notemos que si definimos las diferencias de primer orden de H en el

rectángulo B como

∆x2
x1
H(x, y) := H(x2, y)−H(x1, y) y ∆y2

y1
H(x, y) := H(x, y2)−H(x, y1) , (1.2)

3



4 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas

entonces el H–volumen del rectángulo B es la diferencia de segundo orden de H en B,

VH(B) = ∆x2
x1

∆y2
y1
H(x, y). (1.3)

Esta interpretación nos da una posible generalización del concepto de función creciente

para funciones de n variables, tomando las diferencias de orden n–ésimo para medir el

crecimiento de la función respecto a dos puntos. �

Definición 1.2. Una función de dos variables reales H es 2–creciente si VH(B) ≥ 0 para

todos los rectángulos B cuyos vértices estén en DomH.

Esta extensión tiene algunas peculiaridades y no guarda relación alguna (no implica ni

es implicada) con el concepto de función no decreciente1 en cada uno de sus argumentos.

Esto se puede ver con los siguientes contraejemplos.

Ejemplo 1.1. Sea H la función definida en I2 por H(x, y) = máx(x, y). Entonces H es

una función no decreciente en cada argumento, pero como VH(I2) = H(1, 1)−H(1, 0)−
H(0, 1) +H(0, 0) = 1− 1− 1 + 0 = −1, H no es 2–creciente. 3

Ejemplo 1.2. Sea H la función definida en I2 por H(x, y) = (2x − 1)(2y − 1). H es

2–creciente ya que si tomamos B = [x1, x2]× [y1, y2] ∈ I2,

VH(B) = (2x2 − 1)(2y2 − 1)− (2x2 − 1)(2y1 − 1)

− (2x1 − 1)(2y2 − 1) + (2x1 − 1)(2y1 − 1)

= 4(x2 − x1)(y2 − y1) ≥ 0.

Sin embargo, H es una función decreciente en x si fijamos y ∈
(
0, 1

2

)
y decreciente en y si

fijamos x ∈
(
0, 1

2

)
, con lo que no es no decreciente en ningún argumento. 3

Los siguientes lemas serán muy útiles en la próxima sección. En concreto, el Lema 1.2

muestra que bajo hipótesis extras, 2–creciente implica no decreciente en cada argumento.

Lema 1.1. Sean S1 y S2 dos subconjuntos no vaćıos de R y H una función 2–creciente

con dominio S1 × S2. Sean x1, x2 ∈ S1 con x1 ≤ x2 e y1, y2 ∈ S2 con y1 ≤ y2. Entonces

la función t ∈ S1 7−→ ϕ1(t) := H(t, y2) − H(t, y1) es no decreciente en S1, y la función

t ∈ S1 7−→ ϕ2(t) := H(x2, t)−H(x1, t) es no decreciente en S2.

Demostración. Se comprueba sólo para ϕ1, por ser análogo para ϕ2.

Hay que ver que ϕ1 es no decreciente, es decir,

∀t1, t2 ∈ S1 : t1 ≤ t2 ⇒ ϕ1(t1) ≤ ϕ1(t2)⇔ ϕ1(t2)− ϕ2(t1) ≥ 0.

1Función creciente sin serlo en el sentido estricto.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Entonces,

ϕ1(t2)− ϕ1(t1) = H(t2, y2)−H(t2, y1)− (H(t1, y2)−H(t1, y1))

= H(t2, y2)−H(t2, y1)−H(t1, y2) +H(t1, y1)

Def. 1.1
= VH([t1, t2]× [y1, y2])

H 2–creciente

≥ 0.

Con lo que ϕ1 es no decreciente.

La siguiente definición permite asegurar que una función 2–creciente sea no decreciente

en cada argumento e introduce uno de los requisitos que ha de cumplir una cópula.

Definición 1.3. Si S1, S2 ⊂ R son no vaćıos, diremos que la función H : S1 × S2 → R es

una función grounded2 si, tomando a1 = ı́nf S1, a2 = ı́nf S2, se verifica

H(x, a2) = H(a1, y) = 0, ∀(x, y) ∈ S1 × S2. (1.4)

Definición 1.4. Dada la función H : S1 × S2 −→ R, con S1, S2 ⊂ R, se definen las

marginales de H, como las funciones F y G dadas por:

F (x) = H(x, b2), ∀x ∈ DomF = S1, con b1 = supS1 y

G(y) = H(b1, y), ∀y ∈ DomG = S2, con b2 = supS2.

El siguiente ejemplo ilustra las definiciones anteriores.

Ejemplo 1.3. Sea la función H con dominio DomH = [−1, 1]× [0,∞] y definida por

H(x, y) =
(x+ 1)(ey − 1)

x+ 2ey − 1
.

Los supremos e ı́nfimos son a1 = −1, a2 = 0 y b1 = 1, b2 = ∞. H es grounded porque

H(x, 0) = 0 = H(−1, y) y las marginales de H son F (x) = H(x,∞) = x+1
2

y G(y) =

H(1, y) = 1 − e−y. En la Figura 1.1 se puede ver el carácter grounded de la función, ya

que se anula en los puntos de la frontera de S1×S2 que tienen alguna componente ı́nfima.

Por otro lado, la marginal F se corresponde al corte con el plano paralelo a OXZ que pasa

por b2 y la G al del plano paralelo a OYZ que pasa por b1. 3

Lema 1.2. Sean S1 y S2 dos subconjuntos no vaćıos de R y H una función 2–creciente

grounded con dominio S1 × S2. Entonces H es no decreciente en cada argumento.

2Literalmente “que toca el suelo”, es decir, que se anula en ciertos puntos. No hay una traducción al
castellano aceptada.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Eduardo Garćıa Portugués



6 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas
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Figura 1.1: Gráfica de la función H(x, y) = (x+1)(ey−1)
x+2ey−1

.

Demostración. Si denotamos por a1 = ı́nf S1 y a2 = ı́nf S2, podemos aplicar el Lema 1.1

con x1 = a1 y y1 = a2. Al ser H grounded se verifica (1.4), con lo cual ϕ1(t) = H(t, y2) y

ϕ2(t) = H(x2, t). Entonces, por el Lema 1.2, H es no decreciente en cada argumento.

Lema 1.3. Sean S1 y S2 dos subconjuntos no vaćıos de R, y sea H una función grounded,

2–creciente, con marginales F y G y con dominio S1 × S2. Entonces ∀x1, x2 ∈ S1 y

∀y1, y2 ∈ S2,

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |F (x2)− F (x1)|+ |G(y2)−G(y1)| . (1.5)

Demostración. Aplicando la desigualdad triangular, |H(x2, y2)−H(x1, y1)| ≤ |H(x2, y2)−
H(x1, y2)|+ |H(x1, y2)−H(x1, y1)|. Como estamos en las hipótesis de los Lemas 1.1 y 1.2

podemos aplicar sus resultados: ϕ1 y ϕ2 son no decrecientes y H es no decreciente en sus

argumentos.

Supongamos que x1 ≤ x2. Entonces

0 ≤ H(x2, y2)−H(x1, y2) = ϕ2(y2) ≤ ϕ2(b2) = F (x2)− F (x1). (1.6)

Análogamente, si x1 ≥ x2,

0 ≥ H(x2, y2)−H(x1, y2) = −ϕ2(y2) ≥ −ϕ2(b2) = F (x2)− F (x1). (1.7)

Con lo cual, ∀x1, x2 ∈ S1, |H(x2, y2)−H(x1, y2)| ≤ |F (x2)− F (x1)|.
Razonando de una manera análoga, con y1 e y2, tenemos que ∀y1, y2 ∈ S2, |H(x1, y2) −
H(x1, y1)| ≤ |G(y2)−G(y1)|. La demostración se acaba acotando la desigualdad triangu-

lar con las desigualdades (1.6) y (1.7).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1.2. Cópulas

Se comienza introduciendo el concepto de subcópula, más general que el de cópula y

necesario para probar el Teorema de Sklar.

Definición 1.5. Una subcópula bidimensional (o 2–subcópula, o subcópula simplemente)

es una función C ′ que verifica:

i. DomC ′ = S1 × S2, con S1, S2 ⊂ I = [0, 1] conteniendo a 0 y 1.

ii. C ′ es grounded y 2–creciente.

iii. ∀u ∈ S1,∀v ∈ S2, C
′(u, 1) = u y C ′(1, v) = v.

Observación 1.2. Notemos que C ′ es no decreciente en cada componente por el Lema

1.2, lo que nos lleva a que el máximo se alcanza en (1,1) y el mı́nimo en (0,0). Como

C ′(1, 1)
i

= 1 y C(0, 0)
C′ grounded

= 0, se tiene que ∀(u, v) ∈ DomC ′, 0 ≤ C ′(u, v) ≤ 1, aśı que

RanC ′ es también un subconjunto de I. �

Definición 1.6. Una cópula bidimensional (o 2–cópula, o cópula simplemente) es una

2–subcópula C cuyo dominio es I.

La anterior definición pone de manifiesto la mayor generalidad de las subcópulas, aunque

a efectos de claridad sea más conveniente usar siguiente definición.

Definición 1.7. Una cópula es una función C : I2 → I que verifica las siguientes propie-

dades:

i. ∀u, v ∈ I, C(u, 0) = 0 = C(0, v).

ii. ∀u, v ∈ I, C(u, 1) = u y C(1, v) = v.

iii. (C es 2–creciente) ∀u1, u2, v1, v2 ∈ I tal que u1 ≤ u2 y v1 ≤ v2,

C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0.

Observación 1.3. Una cópula es una función de distribución bidimensional con

soporte (restringida) en I2 = [0, 1]2 que tiene marginales uniformes U(0, 1). Las

marginales uniformes se deducen de la propiedad ii, mientras que i indica la nula proba-

bilidad acumulada en 0 y iii asegura que sea 2–creciente.

�

Ejemplo 1.4. Sea θ ∈ [−1, 1]. Las cópulas dadas por

Cθ(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
(1.8)

constituyen la familia de cópulas de Ali–Mikhail–Haq. 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Eduardo Garćıa Portugués
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Ejemplo 1.5. Sea θ ∈ [0, 1] y

Cθ(u, v) = [mı́n(u, v)]θ [uv]1−θ =

{
uv1−θ, u ≤ v

u1−θv, u ≥ v
. (1.9)

Estas cópulas constituyen La familia de cópulas de Cuadras–Augé. 3

Probar que las cópulas de estos ejemplos son en efecto cópulas requiere de largos cálculos

para la propiedad iii (las propiedades i y ii son triviales). En la Figura 1.2 se puede ver

las gráficas de estos ejemplos, con la estructura caracteŕıstica de todas las cópulas.

A continuación se muestran una serie de resultados con propiedades de las cópulas y

subcópulas. Los dos primeros resultados son especialmente importantes, pues proporcio-

nan la cota inferior y superior para una cópula o subcópula.

Teorema 1.1. Sea C ′ una subcópula. Entonces, ∀(u, v) ∈ DomC ′ ⊂ I2,

máx(u+ v − 1, 0) ≤ C ′(u, v) ≤ mı́n(u, v). (1.10)

Demostración. Sea (u, v) ∈ DomC ′ arbitrario.

Por el Lema 1.2, sabemos que C ′ es no decreciente en cada argumento, con lo que

C ′(u, v) ≤ C ′(u, 1)
ii
= u y C ′(u, v) ≥ C ′(1, v)

ii
= v. Por lo tanto C ′(u, v) ≤ mı́n(u, v).

Además, como C ′ es 2–creciente y el rectángulo [u, 1]×[v, 1] tiene sus vértices en DomC ′ ⊂
I2, su C ′–volumen es no negativo. Por lo tanto, 0 ≤ VC′([u, 1]×[v, 1]) = C ′(1, 1)−C ′(1, u)−
C ′(v, 1) + C ′(u, v)

ii
= 1− u− v + C ′(u, v) y aśı C ′(u, v) ≥ u+ v − 1.

Combinando esta última expresión con C ′(u, v) ≥ 0 se tiene que C ′(u, v) ≥ máx(u+ v −
1, 0).

u

v

C
(u,v)

AMH(u, v)

u

v

C
(u,v)

CA(u, v)

Figura 1.2: Cópulas de Ali–Mikhail–Haq y Cuadras–Augé para θ = 1
2

y θ = −1.
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Teorema 1.2 (Desigualdad de Fréchet–Hoeffding). Las cotas de (1.10) son cópulas. Se

denotan por W (u, v) = máx(u + v − 1, 0) y M(u, v) = mı́n(u, v) y se denominan la cota

inferior y superior de Fréchet–Hoeffding, respectivamente. Entonces, para toda cópula C

se tiene:

W (u, v) ≤ C(u, v) ≤M(u, v), ∀(u, v) ∈ I2. (1.11)

A esta desigualdad se la conoce como la desigualdad de Fréchet–Hoeffding.

Demostración. Simplemente hay que probar que W y M son cópulas, pues el resto se

deduce del teorema anterior. Para la cota inferior W :

i. ∀u, v ∈ I, W (u, 0) = máx(u− 1, 0) = 0 y W (0, v) = máx(v − 1, 0) = 0.

ii. ∀u, v ∈ I, W (u, 1) = máx(u, 0) = u y W (1, v) = máx(v, 0) = v.

iii. ∀u1, u2, v1, v2 ∈ I tal que u1 ≤ u2 y v1 ≤ v2, B = [u1, u2]× [v1, v2],

VW (B) = W (u2, v2)−W (u2, v1)−W (u1, v2) +W (u1, v1)

= máx(u2 + v2 − 1, 0) + máx(u2 + v1)−máx(u1 + v2 − 1, 0) + máx(u1 + v1 − 1, 0)

= máx(u2 + v2 − 1, u1 + v1 − 1, u2 + v2 + u1 + v1 − 2, 0)

−máx(u2 + v1 − 1, u1 + v2 − 1, u2 + v2 + u1 + v1 − 2, 0).

Analizando los posibles casos, suponiendo que u2 + v2− 1, u2 + v2 + u1 + v1− 2 o 0

es el máximo en el primer sumando se puede comprobar que es mayor que cualquier

máximo del segundo sumando y por tanto se cumple la tercera propiedad.

Para la cota superior M :

i. ∀u, v ∈ I, M(u, 0) = mı́n(u, 0) = 0 y M(0, v) = mı́n(0, v) = 0.

ii. ∀u, v ∈ I, M(u, 1) = mı́n(u, 1) = u y M(1, v) = mı́n(v, 1) = v.

iii. ∀u1, u2, v1, v2 ∈ I tal que u1 ≤ u2 y v1 ≤ v2, B = [u1, u2]× [v1, v2],

VM(B) = M(u2, v2)−M(u2, v1)−M(u1, v2) +M(u1, v1)

=


u2 − u2 − u1 + u1, u1 ≤ u2 ≤ v1 ≤ v2

u2 − v1 − u1 + u1, u1 ≤ v1 ≤ u2 ≤ v2

v2 − v1 − u1 + v1, v1 ≤ u1 ≤ v2 ≤ u2

v2 − v1 − v2 + v1, v1 ≤ v2 ≤ u1 ≤ u2

≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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10 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas

El siguiente teorema garantiza la continuidad uniforme de las cópulas mediante una con-

dición de Lipschitz.

Teorema 1.3. Sea C ′ una subcópula. Entonces C ′ cumple la condición de Lipschitz

|C ′(u2, v2)− C ′(u1, v1)| ≤ |u2 − u1|+ |v2 − v1| , ∀(u1, u2), (v1, v2) ∈ DomC ′. (1.12)

Es decir, C ′ es uniformemente continua en su dominio.

Demostración. Como C ′ es una subcópula, es grounded y 2–creciente. Además, por iii,

las marginales de C ′ son:

F (u) = C ′(u, 1) = u, ∀u ∈ S1 y G(v) = C ′(1, v) = v, ∀v ∈ S2. (1.13)

Aplicando el Lema 1.3 se prueba el resultado. Además C ′ es uniformemente continua en

su dominio ya que para todo ε > 0, existe δ = ε > 0 tal que d1 ((u1, v1), (u2, v2)) =

||(u1, v1)− (u2, v2)||1 = |u2 − u1| + |v2 − v1| < δ implica |C ′(u2, v2)− C ′(u1, v1)| < δ = ε.

Como || · ||1 y || · ||2 son equivalentes, C ′ es uniformemente continua con la métrica eucĺıdea

usual.

Observación 1.4. Las cotas de Fréchet–Hoeffding, el Teorema 1.2 y la propia definición

de cópula caracterizan la gráfica de las cópulas claramente: una superficie regular

dentro del cubo I3 que pasa por los vértices (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 1) y (0, 1, 0) y

que está comprendida entre las gráficas de M y W .

�

Una cópula que también merece especial atención es la cópula producto, Π(u, v) = uv. En

la Figura 1.3 podemos ver las gráficas de W , M y Π. A estas cópulas también se las suele

denotar por C−, C⊥ y C+.

Una forma mejor de representar gráficamente las cópulas es hacer uso de los conjuntos de

nivel de la gráfica (diagramas de contorno). Un detalle importante es que no se necesita

etiquetar los conjuntos de nivel porque las condiciones de contorno C(1, t) = t = C(t, 1)

ya nos indican la constante para cada conjunto de nivel. En la Figura 1.3 se presentan las

gráficas y los conjuntos de nivel para las cópulas M , W y Π.

Definición 1.8. Sea C una cópula, y sea a un número cualquiera de I. Se definen:

i. La sección horizontal de C en a como la función t ∈ I 7−→ ha(t) := C(t, a) ∈ I.

ii. La sección vertical de C en a como la función t ∈ I 7−→ va(t) := C(a, t) ∈ I.

iii. La sección diagonal de C como la función t ∈ I 7−→ δC(t) := C(t, t) ∈ I.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 1.3: Gráficas y conjuntos de nivel de las cotas de Fréchet–Hoeffding y de la cópula
producto.

Corolario 1.1. Las secciones horizontales, verticales y diagonales de una cópula C son

todas funciones no decrecientes y uniformemente continuas en I.

Demostración. Basta aplicar el Lema 1.2 para ver que son no decrecientes y el Teorema

1.2 para la continuidad uniforme.

Teorema 1.4. Sea C una cópula. Para todo v ∈ I, la derivada parcial ∂
∂u
C(u, v) existe

para casi todo u ∈ I, y donde existe se cumple:

0 ≤ ∂

∂u
C(u, v) ≤ 1. (1.14)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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12 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas

De manera análoga, para todo u ∈ I, la derivada parcial ∂
∂v
C(u, v) existe para casi todo

v ∈ I, y donde existe se cumple:

0 ≤ ∂

∂v
C(u, v) ≤ 1. (1.15)

Además, las funciones u ∈ I 7−→ ∂
∂v
C(u, v) y v ∈ I 7−→ ∂

∂u
C(u, v) están definidas y son

no decrecientes en casi todo I.

Demostración. Las derivadas parciales se pueden escribir en función de las secciones ver-

ticales y horizontales: u ∈ I 7−→ ∂
∂v
C(u, v) = ∂

∂v
hu(v) y v ∈ I 7−→ ∂

∂u
C(u, v) = ∂

∂u
vv(u).

Por el Corolario 1.1 se sabe que las secciones horizontales y verticales de una cópula son

no decrecientes. Usando que las funciones monótonas no decrecientes definidas en un in-

tervalo son diferenciables en casi todo punto, ya se puede asegurar la existencia.

Comprobamos la desigualdad (1.14), al ser (1.15) análoga:

0
vv no dec.

≤ ∂

∂u
C(u, v) = ĺım

x→v

C(u, v)− C(u, x)

v − x
= ĺım

x→v

|C(u, v)− C(u, x)|
|v − x|

Teorema 1.2

≤ ĺım
x→v

|u− u|+ |v − x|
|v − x|

= 1.

Parea ver que las derivadas parciales son no decrecientes, tomamos v1 ≤ v2 y aplicamos

el Lema 1.1 para deducir que u 7−→ C(u, v2) − C(u, v1) es no decreciente en todo I.
Por lo tanto, u 7−→ ∂(C(u,v2)−C(u,v1))

∂u
está definida en c.t.p. de I y es no negativa. Como

hemos visto que para casi todos v1 ≤ v2 ⇒ ∂C(u,v1)
∂u

≤ ∂C(u,v2)
∂u

, se sigue que v 7−→ ∂C(u,v)
∂u

está definida y es no decreciente en I. Análogamente se probaŕıa para u 7−→ ∂C(u,v)
∂v

.

Teorema 1.5. Sea C una cópula. Si ∂
∂v
C(u, v) y ∂2

∂u∂v
C(u, v) son continuas en I2 y

∂
∂u
C(u, v) existe para todo u en (0, 1) cuando v = 0, entonces ∂

∂u
C(u, v) y ∂2

∂v∂u
C(u, v)

existen en (0, 1)2 y ∂2

∂u∂v
C(u, v) = ∂2

∂v∂u
C(u, v).

Demostración. Ver [74].

Ejemplo 1.6. Una familia de cópulas que incluya a M , W y Π se dice comprehensiva. La

familia de Cuadras–Augé no es comprehensiva, aunque C0 = Π y C1 = M . Una familia

de cópulas que śı es comprehensiva es la familia de Mardia, que está indexada por el

parámetro θ ∈ [−1, 1]:

Cθ(u, v) =
θ2(1 + θ)

2
M(u, v) + (1− θ2)Π(u, v) +

θ2(1− θ)
2

W (u, v). (1.16)

Es comprehensiva ya que C0 = Π, C−1 = W y C1 = M . 3

Un detalle importante es que, de acuerdo con la desigualdad de Fréchet–Hoeffding, los

conjuntos de nivel de cualquier cópula deben estar contenidos entre los de la cota inferior

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1.3. Teorema de Sklar 13

y la superior, que corresponde a una región triangular. En la Figura 1.4 se pueden ver

los conjuntos de nivel 0.1 para varias cópulas de la familia de Mardia. Es interesante usar

esta familia porque es comprehensiva y aśı se puede ver como vaŕıa de la cota inferior a

la superior.
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Cθ(u, v)

u

v

Figura 1.4: Conjuntos de nivel 0.1 para diferentes cópulas de la familia de Mardia.

1.3. Teorema de Sklar

En esta sección presentamos el resultado más importante relacionado con las cópulas, que

además dio origen a esta teoŕıa.

Definición 1.9. Una función de distribución es una función F con dominio R tal que:

i. F es no decreciente.

ii. F (−∞) = 0 y F (∞) = 1.

iii. F es continua por la derecha.

Definición 1.10. Una función de distribución conjunta (bivariante) es una función H

con dominio R2
tal que:

i. H es 2–creciente.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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14 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas

ii. H es continua por la derecha en cada variable.

iii. H(x,−∞) = H(−∞, y) = 0, ∀x, y ∈ R y H(∞,∞) = 1.

Teorema 1.6 (Teorema de Sklar). Sea H una función de distribución conjunta con dis-

tribuciones marginales F y G. Entonces existe una cópula C tal que

H(x, y) = C(F (x), G(y)), ∀x, y ∈ R. (1.17)

Si F y G son continuas, entonces C es única. En otro caso, C está uńıvocamente deter-

minada en RanF × RanG.

Rećıprocamente, si C es una cópula y F y G son funciones de distribución, entonces la

función H definida por (1.17) es una función de distribución conjunta con distribuciones

marginales F y G.

Para demostrar el teorema se usan dos lemas: el primero prueba el resultado para subcópu-

las y el segundo, más complicado, garantiza la extensión de una subcópula a una cópula,

extensión que generalmente no es única.

Lema 1.4. Sea H una distribución conjunta con distribuciones marginales F y G. En-

tonces existe una única subcópula C ′ tal que:

i. DomC ′ = RanF × RanG.

ii. H(x, y) = C ′(F (x), G(y)), ∀x, y ∈ R.

Demostración. La distribución conjunta H satisface las hipótesis del Lema 1.3 con S1 =

S2 = R, por lo que se verifica (1.5).

El conjunto
{

((F (x), G(y)) , H(x, y)) : x, y ∈ R
}
⊂ RanF × RanG × I define impĺıcita-

mente una única función bivariante

C ′ : RanF × RanG −→ I
(F (x), G(y)) 7−→ H(x, y)

.

C ′ es en efecto una aplicación ya que si F (x1) = F (x2) y G(y1) = G(y2), entonces por

(1.5), H(x1, y1) = H(x2, y2). Queda ver si C ′ es una subcópula:

i. DomC ′ = RanF ×RanG por definición y RanF, RanG ⊂ I, conteniendo a 0 y 1 por

la Definición 1.9.

ii. C ′ es grounded

∀u ∈ RanF, ∃x : u = F (x), por lo que C ′(u, 0) = C ′(F (x), G(−∞)) = H(x,−∞) =

0. De forma análoga se procede con la segunda componente.

C ′ es 2–creciente

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1.3. Teorema de Sklar 15

Sean u1 ≤ u2 ∈ RanF y v1 ≤ v2 ∈ RanG. Sus imágenes inversas por F y G verifican

x1 ≤ x2 y y1 ≤ y2 por ser F y G no decrecientes. Entonces:

∆u2
u1

∆v2
v1
C(u, v) = C ′(u2, v2)− C ′(u1, v2)− C ′(u2, v1) + C ′(u1, v1)

= C ′(F (x2), G(y2))− C ′(F (x1), G(y2))

− C ′(F (x2), G(y1)) + C ′(F (x1), G(y1))

= H(x2, y2)−H(x1, y2)−H(x2, y1) +H(x1, y1)
H 2–creciente

≥ 0.

iii. ∀u ∈ RanF, ∃x : u = F (x), aśı que C ′(u, 1) = C ′(F (x), G(+∞)) = H(x,+∞) =

F (x) = u. Para la segunda variable es análogo.

Lema 1.5 (Extensión de una subcópula a una cópula). Sea C ′ una subcópula. Entonces

existe una cópula C tal que

C(u, v) = C ′(u, v), ∀(u, v) ∈ DomC ′. (1.18)

Es decir, toda subcópula puede ser extendida a una cópula. La extensión no es

única generalmente.

Demostración. La demostración, un tanto complicada, se puede ver en el Apéndice A.

Ejemplo 1.7. Sea (a, b) ∈ R2. Consideremos la función de distribución

H(x, y) =

{
1, x ≥ a y y ≥ b

0, x < a o y < b
.

H tiene toda la probabilidad concentrada en el átomo (a, b). Las marginales de H son εa

y εb, donde εa(x) = H(x,+∞) =

{
1, x ≥ a

0, x < a
es la función de escalón unitario en a.

Aplicando el Lema 1.4 a H tenemos la subcópula C ′ definida en Ranεa×Ranεb = {0, 1}×
{0, 1} con valores C ′(0, 0) = C ′(1, 0) = C ′(0, 1) = 0 y C ′(1, 1) = 1. Estos cuatro puntos

son por los que toda cópula debe pasar.

La extensión de C ′ a una cópula según la construcción que se hace en la demostración del

Lema 1.5 es la cópula producto C = Π. 3

Con los Lemas 1.4 y 1.5 probados, es sencillo demostrar el Teorema de Sklar.

Teorema de Sklar. La existencia de una cópula C tal que (1.17) se sigue de los Lemas

1.4 (existencia de subcópula) y 1.5 (extensión de la subcópula a cópula). Si F y G son

continuas, entonces RanF = RanG = I, aśı que la única subcópula en el Lema 1.4 es en

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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16 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas

realidad una cópula.

Probar el rećıproco es sencillo, comprobando que se verifican las propiedades de la Defi-

nición 1.10.

i. Al ser F y G distribuciones se garantiza que x1 ≤ x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2) y que

y1 ≤ y2 ⇒ G(y1) ≤ G(y2), por lo que se puede aplicar que C es 2–creciente y

concluir que H también lo es.

ii. H es continua por la derecha en cada componente porque F y G lo son y C es

uniformemente continua en virtud del Teorema 1.3.

iii. H(x,−∞) = C(F (x), G(−∞)) = C(F (x), 0) = 0 = C(0, G(y)) = C(F (−∞), G(y)) =

H(−∞, 0) y H(+∞,+∞) = C(1, 1) = 1.

Las marginales de H son F y G por la propiedad ii de la definición de cópula.

Definición 1.11. Sea F una función de distribución. Una quasi–inversa de F es cualquier

función F (−1) con dominio I tal que:

i. Si t ∈ RanF , entonces F (−1)(t) es cualquier número x en R tal que F (x) = t. Es

decir, se cumple

F
(
F (−1)(t)

)
= t, ∀t ∈ RanF.

ii. Si t /∈ RanF , entonces

F (−1)(t) := ı́nf
{
x ∈ R F (x) ≥ t

}
= sup

{
x ∈ R F (x) ≤ t

}
. (1.19)

Normalmente, se suele definir la quasi–inversa de F englobando el caso i en (1.19), fi-

jando el número x ∈ R como el máximo posible. Esta es la forma en que se define la

función cuantil o inversa generalizada. Salvo mención expĺıcita, cuando denotemos F (−1)

nos referiremos a la inversa generalizada definida por (1.19).

Si F es estrictamente creciente, entonces tiene una única quasi–inversa, que es la función

inversa habitual, para la que usamos la notación F−1.

El siguiente corolario muestra el importante papel que desempeñan las funciones quasi–

inversas.

Corolario 1.2. Sea H una distribución conjunta con distribuciones marginales F y G,

C ′ la cópula derivada del Lema 1.4 y F (−1) y G(−1) las quasi–inversas de F y de G

respectivamente. Entonces

C ′(u, v) = H(F (−1)(u), G(−1)(v)), ∀(u, v) ∈ DomC ′. (1.20)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Demostración. Por el Lema 1.4, DomC ′ = RanF × RanG y H(x, y) = C ′(F (x), G(y)),

∀x, y ∈ R. Entonces, para cualquier (u, v) en DomC ′, definamos x := F (−1) (u) y y :=

G(−1) (v). De esta forma,

C ′(u, v) = C ′
(
F
(
F (−1)(x)

)
, G
(
G(−1)(y)

))
= H

(
F (−1) (u) , G(−1) (v)

)
. (1.21)

Observación 1.5. Este corolario proporciona la forma de obtener la única subcópu-

la C ′ que cumple que H(x, y) = C ′(F (x), G(y)), ∀x, y ∈ R sin mayores restricciones. Por

ello, va a ser el resultado que se aplique en la práctica cuando se quiera obtener la cópula

asociada a una distribución bivariante con unas marginales determinadas.

Mientras F y G sean continuas, la subcópula C ′ será una cópula, pues RanF =

RanG = I. Si alguna no es continua, sólo podemos tener una subcópula, que podremos

extender a una cópula. �

Ejemplo 1.8. Calculemos la cópula asociada a la distribución

H(x, y) =


(x+1)(ey−1)
x+2ey−1

, (x, y) ∈ [−1, 1]× [0,∞]

1− e−y, (x, y) ∈ (1,∞]× [0,∞]

0, resto

.

Las marginales son:

F (x) = H(x,∞) =


x+1

2
, x ∈ [−1, 1]

1, x > 1

0, x < −1

y G(y) = H(∞, y) =

{
1− ey, y ≥ 0

0, y > 0
.

Las quasi–inversas de F y G son F (−1)(u) = 2u−1 y G(−1)(v) = − log(1−v), para u, v ∈ I.
Como RanF = RanG = I, (1.20) da la cópula C dada por

C(u, v) = H (2u− 1,− log(1− v)) =
(2u− 1 + 1)(e− log(1−v) − 1)

2u− 1 + 2e− log(1−v) − 1
=

uv

u+ v − uv
.

3

Ejemplo 1.9. Distribuciones bivariantes de valores extremos de tipo B. Esta familia de

distribuciones paramétrica está indexada por el parámetro θ ≥ 1. Sus distribuciones son

de la forma

Hθ(x, y) = exp
[
−
(
e−θx + e−θy

) 1
θ

]
. (1.22)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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La distribución marginal de la primera variable y su inversa son:

F (x) = Hθ(x,+∞) = exp
[
−
(
e−θx

) 1
θ

]
= exp

[
−e−x

]
y F−1(u) = − log (− log u) .

Análogamente se calculan G(y) = exp [−e−y] y G−1(v) = − log (− log v). Notemos que

en las marginales no aparece el parámetro θ, lo que hace pensar que sea un parámetro

para medir la dependencia entre las variables aleatorias X e Y .

Usando el Corolario 1.2, podemos construir la cópula asociada a Hθ,

Cθ(u, v) = Hθ

(
F−1(u), G−1(v)

)
= exp

[
−
(
e−θ(− log(− log u)) + e−θ(− log(− log v))

) 1
θ

]
= exp

[
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

]
. (1.23)

A esta familia paramétrica de cópulas se la conoce como la familia de Gumbel–Hougaard

o simplemente familia de Gumbel . 3

Observación 1.6. Se comentaba en la Observación 1.5 que una cópula se pod́ıa ver como

una distribución con soporte en I2. Aunque ésta es una forma compacta y fácil de carac-

terizar a las cópulas, formalmente no es del todo correcta. Para que fuesen distribuciones,

tendŕıan que estar definidas en R2
, y no en I2. Lo que se puede hacer es extender el do-

minio de la cópula a R2
para tener realmente una distribución bivariante, con marginales

uniformes en I:

HC(x, y) :=



0, x < 0 o y < 0

C(x, y), (x, y) ∈ I2

x, y > 1, x ∈ I
y, x > 1, y ∈ I
1, x > 1, y > 1

. (1.24)

HC es una función de distribución con marginales U(0, 1) y con soporte en I2.

En la Figura 1.5 se representa la extensión de la cópula producto, HΠ. �

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 1.5: Extensión de la cópula Π mediante HΠ.

1.4. Cópulas y variables aleatorias: midiendo la de-

pendencia

De acuerdo con el Teorema de Sklar, cuando se escribe la distribución conjunta F en

términos de las marginales F y G,

H(x, y) = C(F (x), G(y)), (1.25)

lo que se hace es separar la distribución conjunta en las marginales y en la cópula. De este

modo, la cópula representa la dependencia entre X e Y . Esta es la importancia

de las cópulas, separar el comportamiento marginal de la dependencia que aparece en H.

Por esta razón, a las funciones cópula también se las conoce como funciones de depen-

dencia.

Por otro lado, la propiedad de separar el comportamiento marginal del comportamiento

conjunto (dependencia), hace necesaria la teoŕıa de las cópulas, pues esto no se puede

hacer por medio de la teoŕıa estándar de funciones de distribución.

Las cópulas son una herramienta excelente para tratar la dependencia entre dos variables

aleatorias de una forma estandarizada, sin que importen las distribuciones marginales

de las variables. También permiten construir una distribución conjunta con la estructura

de dependencia que queramos. Su importancia es tal, que “la mayor parte del estudio

de distribuciones conjuntas se puede reducir al estudio de cópulas” [72]. La forma de

estandarizar el tratamiento de la dependencia es trabajando con las transformadas

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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integrales de probabilidad de X ∼ F e Y ∼ G,

F (X) ∼ U y G(Y ) ∼ V. (1.26)

Mediante las transformaciones inversas,

F (−1)(U) ∼ F y G(−1)(V ) ∼ G, (1.27)

podemos construir la función de distribución bivariante H que recoja la estructura de

dependencia dada por la cópula C:

C(F (x), G(y)) = P {U ≤ F (x), V ≤ G(y)}

= P
{
F (−1)(U) ≤ x,G(−1)(V ) ≤ y

}
= P {X ≤ x, Y ≤ y}

=: H(x, y).

Al tratar la dependencia de forma aislada y estandarizada (sin tener fijadas las distri-

buciones marginales) se puede conseguir un amplio catálogo de posibles situaciones de

dependencia para las distribuciones marginales que queramos.

En esta sección se ven las propiedades de las cópulas como funciones de dependencia y

cómo nos permiten caracterizar la independencia o la dependencia perfecta de una manera

sencilla. Empezamos enunciando la versión del Teorema de Sklar para variables aleatorias.

Teorema 1.7. Sean X e Y variables aleatorias con funciones de distribución F y G respec-

tivamente, y función de distribución conjunta H. Entonces existe una cópula para la que

se verifica (1.17). Si F y G son continuas, C es única. En otro caso, C está uńıvocamente

determinada en RanF × RanG.

Demostración. Es trivial aplicando el Teorema de Sklar.

Definición 1.12. Dadas dos variables aleatorias X e Y , la cópula dada por el Teorema

de Sklar se denomina la cópula de X e Y y se denotará por CXY .

A partir de aqúı, trabajaremos bajo la hipótesis de que X e Y son variables aleatorias

continuas, ya que de este modo la cópula CXY es única y no hay que distinguir la única

copula de X e Y en RanF × RanG de la extensión no única a I2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1.4.1. Independencia

El siguiente teorema caracteriza la independencia de dos variables aleatorias por medio

de la cópula producto. Recordemos que X e Y son independientes si y sólo si H(x, y) =

F (x) ·G(y).

Teorema 1.8. Sean X e Y variables aleatorias continuas. Entonces X e Y son indepen-

dientes si y sólo si CXY = Π.

Demostración. Si X e Y son independientes, entonces

CXY (u, v) = H(F (−1)(u), G(−1)(v)) = F (F (−1)(u))G(G(−1)(v)) = uv. (1.28)

Rećıprocamente, si CXY = Π, entonces por (1.17),

H(x, y) = CXY (F (x), G(y)) = F (x)G(y). (1.29)

1.4.2. Dependencia perfecta y cotas de Fréchet–Hoeffding

De acuerdo con la desigualdad de Fréchet–Hoeffding, sabemos que W = C− y M = C+

son cotas para todas las cópulas, es decir que

C−(u, v) = máx(u+ v − 1, 0) ≤ C(u, v) ≤ mı́n(u, v) = C+(u, v), ∀u, v ∈ I.

Como consecuencia del Teorema de Sklar, si X e Y son variables con distribución conjunta

F y marginales F1 y F2, para todo x, y en R se tiene:

máx(F1(x) + F2(y)− 1, 0) ≤ C(F1(x), F2(y)) = F (x, y) ≤ mı́n(F1(x), F2(y)). (1.30)

Al ser C− y C+ cópulas, por el Teorema de Sklar las cotas de (1.30) son funciones de

distribución, con lo que tenemos una desigualdad análoga a la de cópulas para fun-

ciones de distribución. A las distribuciones F−(x, y) := máx(F1(x) + F2(y) − 1, 0) y

F+(x, y) := mı́n(F1(x), F2(y)) se las conoce como las cotas de Fréchet–Hoeffding para

distribuciones conjuntas con marginales F1 y F2.

Este es un resultado conocido en la teoŕıa de las clases de Fréchet, una teoŕıa parecida

a la de cópulas que estudia las clases de distribuciones multivariantes F(F1, . . . , Fm) con

marginales fijadas F1, . . . , Fm. En [36] tenemos una versión de este resultado deducido a

partir de las clases de Fréchet.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Las cotas de Fréchet–Hoeffding juegan un papel muy importante, ya que nos permiten

caracterizar la dependencia perfecta entre dos variables aleatorias, tanto a partir de dis-

tribuciones como de cópulas.

Definición 1.13. El conjunto A ⊂ R2
se dice que es comonótono3 si, para todo par de

puntos x = (x1, x2) e y = (y1, y2) de A se verifica{
x1 ≤ y1

x2 ≤ y2

o

{
x1 ≥ y1

x2 ≥ y2

. (1.31)

Definición 1.14. El conjunto A ⊂ R2
se dice que es contramonótono4 si, para todo par

de puntos x = (x1, x2) e y = (y1, y2) de A se verifica{
x1 ≤ y1

x2 ≥ y2

o

{
x1 ≥ y1

x2 ≤ y2

. (1.32)

Un conjunto comonótono es simultáneamente no decreciente en cada componente y es

un conjunto “fino”, no puede contener ningún subconjunto de dimensión mayor que uno.

Por otro lado, un conjunto contramonótono es no decreciente en una componente y no

creciente en la otra componente, y también es “fino”. Los vectores aleatorios con soporte

comonótono o contramonótono muestran la dependencia más fuerte posible,

que generaliza el concepto de dependencia perfecta lineal a un contexto fun-

cional más general.

Figura 1.6: Conjunto comonótono y contramonótono.

Observación 1.7. Hay varias formas de abordar el tratamiento de la dependencia perfecta y

su relación con las cópulas. En concreto, en [59], se definen los conjuntos no decrecientes

3Traducción de comonotonic. A veces se traduce por comonotónico.
4Traducción de countermonotonic. A veces se traduce por contramonotónico.
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y no crecientes, probando que son equivalentes a los comonótonos y contramonótonos,

respectivamente. Esta forma de proceder, aunque es más intuitiva y sencilla, proporciona

resultados menos fuertes y la mayoŕıa de autores prefiere la que aqúı se expone.

No obstante, como puede ser adecuada para probar de forma más directa la relación de

las cópulas con la dependencia perfecta, se expone en el Apéndice A. �

Definición 1.15. El vector aleatorio (X, Y ) es comonótono o dependiente perfectamente

positivo si su soporte A ⊂ R2
es un conjunto comonótono. También se dice que las variables

X e Y son comonótonas .

Notemos que si x e y pertenecen al soporte comonótono de la v.a. X, es decir, son posibles

valores de X, entonces x e y están ordenados componente a componente. Esto es porque

≤ define una relación de orden total (lo habitual es parcial) en un conjunto comonótono.

Definición 1.16. El vector aleatorio (X, Y ) es contramonótono o dependiente perfecta-

mente negativo si su soporte A ⊂ R2
es un conjunto contramonótono. También se dice

que las variables X e Y son contramonótonas .

Teorema 1.9 (Caracterización de la dependencia perfecta positiva). Un vector aleatorio

(X, Y ) de variables continuas, con distribuciones marginales F1 y F2 y distribución con-

junta F , es comonótono si y sólo si alguno de los siguientes enunciados equivalentes se

cumple:

i. (X, Y ) tiene soporte comonótono.

ii. F (x, y) = mı́n(F1(x), F2(y)) = F+(x, y), ∀(x, y) ∈ R2
.

iii. CXY = C+ = M .

iv. (X, Y )
d
= (F

(−1)
1 (U), F

(−1)
2 (U)), con U ∼ U(0, 1).

v. Existe una variable aleatoria Z y funciones no decrecientes f1 y f2 tal que (X, Y )
d
=

(f1(Z), f2(Z)).

Demostración. Seguimos la demostración dada por [15]. Basta probar que los enunciados

son equivalentes entre śı, pues el primer enunciado es la definición de variables comonóto-

nas. La equivalencia se prueba mediante una cadena de implicaciones:

i⇒ ii

La distribución conjunta para un punto (x, y) fijado que pertenece al soporte A se puede

escribir como

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y} = P{(X, Y ) ∈ A1 ∩ A2}, (1.33)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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donde

A1 := {(s, t) ∈ A : s ≤ x} y A2 := {(s, t) ∈ A : t ≤ y}. (1.34)

La propiedad de comonotońıa nos asegura que para todo (s, t) ∈ R2
se cumple que{

x ≤ s

y ≤ t
o

{
x ≥ s

y ≥ t
.

Esto nos asegura que cuando se cumpla el segundo caso, que es el que nos interesa,

simultáneamente s ≤ x y t ≤ y y entonces A1 ⊂ A2 si x ≤ y o A2 ⊂ A1 si x ≥ y.

Entonces, si x ≤ y, A1 ∩ A2 = A1 y (1.33) es F1(x), siendo además menor que F2(y). Si

x ≥ y, A2 ∩A1 = A2 y (1.33) es F2(y), menor que F1(x). Por lo tanto queda probado que

F (x, y) = mı́n(F1(x), F2(y)).

ii⇒ iii

La cópula asociada a X e Y , con la distribución conjunta F+, es la única dada por el

Teorema de Sklar, C+:

F+(x, y) = mı́n(F1(x), F2(y)) = C+(F1(x), F2(y)). (1.35)

iii⇒ iv

Como CXY = C+, entonces F (x, y) = CXY (F1(x), F2(y)) = mı́n(F1(x), F2(y)) y (X, Y ) ∼
F . Tenemos que demostrar que la distribución de (F

(−1)
1 (U), F

(−1)
2 (U)) es F . Para ello:

P{F (−1)
1 (U) ≤ x, F

(−1)
2 (U) ≤ y} = P{U ≤ F1(x), U ≤ F2(y)}

= P{U ≤ mı́n(F1(x), F2(y)}

= mı́n(F1(x), F2(y))

= F (x, y).

iv⇒ v

Trivial, tomando Z = U y fi = F
(−1)
i , i = 1, 2.

v⇒ i

Supongamos que existen Z v.a. con soporte B y fi, i = 1, 2 funciones no decrecientes tales

que (X, Y )
d
= (f1(Z), f2(Z)). Hay que probar que el soporte de (X, Y ) es comonótono.

El conjunto de posibles valores que puede tomar X es A = {(f1(z), f2(z)) : z ∈ B}. Hay

que ver que A es comonótono. Para empezar,

∀(x1, x2) ∈ A, ∃z1 ∈ B : (x1, x2) = (f1(z1), f2(z1)) y

∀(y1, y2) ∈ A, ∃z2 ∈ B : (y1, y2) = (f1(z2), f2(z2)).
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Entonces, hay dos posibilidades que conducen ambas a la comonotońıa.

z1 ≤ z2 ⇒

{
x1 = f1(z1) ≤ f1(z2) = y1

x2 = f2(z1) ≤ f2(z2) = y2

o z2 ≤ z1 ⇒

{
y1 = f1(z2) ≤ f1(z1) = x1

y2 = f2(z2) ≤ f2(z1) = x2

.

Teorema 1.10 (Caracterización de la dependencia perfecta negativa). Un vector aleatorio

(X, Y ) de variables continuas, con distribuciones marginales F1 y F2 y distribución con-

junta F , es contramonótono si y sólo si alguno de los siguientes enunciados equivalentes

se cumple:

i. (X, Y ) tiene soporte contramonótono.

ii. F (x, y) = máx(F1(x) + F2(y)− 1, 0) = F+(x, y), ∀(x, y) ∈ R2
.

iii. CXY = C− = W .

iv. (X, Y )
d
= (F

(−1)
1 (U), F

(−1)
2 (1− U)), con U ∼ U(0, 1).

v. Existe una variable aleatoria Z, una función no decreciente f1 y otra no creciente

f2 tales que (X, Y )
d
= (f1(Z), f2(Z)).

Demostración. La demostración será análoga a la del Teorema 1.9, aunque no del todo

trivial. Como antes, sólo es necesario probar la equivalencia porque i es la definición.

i⇒ ii

Para un punto (x, y) fijado perteneciente al soporte A,

P{X ≤ x, Y ≤ y} = P{(X, Y ) ∈ A1} y P{X > x, Y > y} = P{(X, Y ) ∈ A2}. (1.36)

Con A1 = {(s, t) ∈ A : s ≤ x, t ≤ y} y A2 = {(s, t) ∈ A : s > x, t > y}. Como (X, Y )

es contramonótono, una de las probabilidades de (1.36) será nula. Entonces, si lo es la

primera, F (x, y) = 0 y si lo es la segunda,

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y} = 1− P{X > x, Y ≤ y}

− P{X ≤ x, Y > y} − P{X > x, Y > y}

= 1− (1− F1(x))− (1− F2(y)) = F1(x) + F2(y)− 1.

Por lo tanto, se pueden englobar ambos casos en F (x, y) = máx(F1(x) + F2(y) − 1, 0) =

F−(x, y).
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ii⇒ iii

La cópula asociada a X e Y , con la distribución conjunta F−, es la única dada por el

Teorema de Sklar, C−:

F−(x, y) = máx(F1(x) + F2(y)− 1, 0) = C−(F1(x), F2(y)). (1.37)

iii⇒ iv

Como CXY = C−, entonces F (x, y) = CXY (F1(x), F2(y)) = máx(F1(x) + F2(y) − 1, 0) y

(X, Y ) ∼ F . Tenemos que demostrar que la distribución de (F
(−1)
1 (U), F

(−1)
2 (1 − U)) es

F . Para ello:

P{F (−1)
1 (U) ≤ x, F

(−1)
2 (1− U) ≤ y} = P{U ≤ F1(x), 1− U ≤ F2(y)}

= P{U ≤ F1(x), 1− F2(y) ≤ U}

= P{1− F2(y) ≤ U ≤ F1(x)}

= máx(F1(x) + F2(y)− 1, 0)

= F (x, y).

iv⇒ v

Trivial, tomando Z = U , f1 = F
(−1)(·)
1 y f2 = F

(−1)
2 (1− ·).

v⇒ i

Supongamos que existe una v.a. Z con soporte B, una función no decreciente f1 y una

función no creciente f2, tales que (X, Y )
d
= (f1(Z), f2(Z)). Hay que probar que el soporte

de (X, Y ) es contramonótono.

El conjunto de posibles valores que puede tomar X es A = {(f1(z), f2(z) : z ∈ B)}.
Veamos que A es contramonótono. Se tiene

∀(x1, y1) ∈ A,∃z1 ∈ B : (x1, y1) = (f1(z1), f2(z1)) y

∀(x2, y2) ∈ A,∃z2 ∈ B : (x1, y1) = (f1(z2), f2(z2))

Entonces, hay dos posibilidades que conducen ambas a la contramonotońıa:

z1 ≤ z2 ⇒

{
x1 = f1(z1) ≤ f1(z2) = y1

x2 = f2(z1) ≥ f2(z2) = y2

o z2 ≤ z1 ⇒

{
y1 = f1(z2) ≥ f1(z1) = x1

y2 = f2(z2) ≤ f2(z1) = x2

.

Observación 1.8. Los enunciados quintos de los Teoremas 1.9 y 1.10 vienen a formalizar

la dependencia funcional entre las variables. Por ejemplo, X e Y son comonotónicas si y

sólo si (X, Y )
d
= (f1(Z), f2(Z)), con Z una v.a. y fi, i = 1, 2 funciones no decrecientes. Si

denotamos por (S1, S2) = (f1(Z), f2(Z)), podemos despejar S2 con respecto a S1 casi por

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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doquier:

S2 = g (S1) con g = f2 ◦ f (−1)
1 no decreciente. (1.38)

Con lo cual (X, Y )
d
= (S, g(S)), con S una v.a. y g no decreciente, lo que hace que Y sea

una función no decreciente de X en casi todo punto.

Aśı:

Y es una función no decreciente de X ⇔ CXY = C+,

Y es una función no creciente de X ⇔ CXY = C−.

�

La dependencia perfecta de (X, Y ) no impone ninguna restricción a las distribuciones

marginales salvo en el caso lineal, donde las marginales deben pertenecer a la misma

familia de localización y escala.

1.4.3. Transformaciones monótonas e invarianza de cópulas

Las transformaciones crecientes o decrecientes de las variables aleatorias X e Y van a

afectar de una forma predecible a la cópula CXY . El Teorema 1.11 establece la invarianza

para las estrictamente crecientes y el Teorema 1.12 cómo se comporta la cópula para las

otras posibles elecciones.

Recordemos que si α : R −→ R es una función estrictamente creciente y X ∼ F , entonces

α(X) ∼ F (α−1), pues Fα(X)(x) = P{α(X) ≤ x} = P{X ≤ α−1(x)} = FX(α−1(x)). Del

mismo modo, si α es estrictamente decreciente, entonces α(X) ∼ 1 − F (α−1), porque

Fα(X)(x) = P{α(X) ≤ x} = P{X ≥ α−1(x)} = 1− FX(α−1(x)).

Teorema 1.11. Sean X e Y variables aleatorias continuas con cópula CXY . Si α y

β son funciones estrictamente crecientes en RanX y RanY respectivamente, entonces

Cα(X)β(Y ) = CXY . Por lo tanto CXY es invariante bajo transformaciones estrictamente

crecientes de X e Y .

Demostración. Denotemos por F1 y G1 las distribuciones de X e Y y por F2 y G2 las de

α(X) y β(Y ).

Como X e Y son continuas, RanF2 = RanG2 = I2 y por tanto ∀u, v ∈ I, ∃x, y ∈ R : u =

F2(x), v = G2(y). Aplicando (1.17) varias veces y que α y β son estrictamente crecientes

se prueba el resultado:

Cα(X)β(Y ) (F2(x), G2(y)) = Hα(X)β(Y ) (x, y) = P {α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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= P
(
X ≤ α−1(x), Y ≤ β−1(y)

)
= HXY

(
α−1(x), β−1(y)

)
= CXY

(
F1(α−1(x)), G1(β−1(y))

)
= CXY (F2(x), G2(y)).

Ejemplo 1.10. Consideremos dos variables X e Y normales estándar. La cópula Gaussia-

na es la cópula CGa
ρ que junta las marginales normales en una normal bivariante estándar

con parámetro de correlación ρ ∈ (0, 1):

CGa
ρ (u, v) = Φρ(Φ

−1(u),Φ−1(v))

=
1

2π
√

1− ρ2

∫ Φ−1(u)

−∞

∫ Φ−1(v)

−∞
exp

(
−(s2 − 2ρst+ t2)

2(1− ρ2)

)
dtds, (1.39)

siendo Φρ(·, ·) la distribución normal bivariante estandarizada5 con parámetro de corre-

lación ρ. Si consideramos las variables S = exp(X) y T = exp(Y ) (transformaciones

estrictamente crecientes de X e Y ), podemos asegurar en virtud del Teorema 1.11 que

S y T siguen teniendo la misma cópula, aún a pesar de que ahora son distribuciones

log–normales. Lo que śı que ha cambiado es su distribución conjunta, pues antes era una

normal bivariante,

H(x, y) = CGa
ρ (Φ(x),Φ(y)) = Φρ(Φ

−1(Φ(x)),Φ−1(Φ(y))) = Φρ(x, y), (1.40)

y ahora (teniendo en cuenta que la distribución de una variable log–normal se puede

expresar como Φ
(

log(·)−µ
σ

)
) es

H(s, t) = CGa
ρ (Φ(log s),Φ(log t)). (1.41)

3

Teorema 1.12. Sean X e Y variables aleatorias continuas con cópula CXY . Sean α y β

funciones estrictamente monótonas en RanX y RanY respectivamente.

i. Si α es creciente y β decreciente, entonces

Cα(X)β(Y )(u, v) = u− CXY (u, 1− v). (1.42)

ii. Si α es decreciente y β creciente, entonces

Cα(X)β(Y )(u, v) = v − CXY (1− u, v). (1.43)

5Medias nulas y varianzas unitarias.
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iii. Si α y β son ambas estrictamente decrecientes, entonces

Cα(X)β(Y )(u, v) = u+ v − 1 + CXY (1− u, 1− v). (1.44)

Demostración. Sean F1 y G1 las distribuciones de X e Y y F2 y G2 las de α(X) y β(Y ).

X e Y son continuas, aśı que ∀u, v ∈ I, ∃x, y ∈ R : u = F2(x), v = F2(y).

i. Razonamos de manera similar al Teorema 1.11, con cuidado pues ahora β es decre-

ciente:

Cα(X)β(Y ) (F2(x), G2(y)) = Hα(X)β(Y ) (x, y) = P {α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y}

= P
(
X ≤ α−1(x), Y ≥ β−1(y)

)
= P{X ≤ α−1(x)} − P{X ≤ α−1(x), Y < β−1(y)}

= HXY

(
α−1(x),+∞

)
−HXY

(
α−1(x), β−1(y)

)
= CXY

(
F1(α−1(x)), G1(∞)

)
− CXY

(
F1(α−1(x)), G1(β−1(y))

)
= CXY (F2(x), 1)− CXY (F2(x), 1−G2(y)).

ii. La comprobación es análoga a la del caso anterior.

iii. En este caso es un poco más engorroso, aunque sencillo:

Cα(X)β(Y ) (F2(x), G2(y)) = Hα(X)β(Y ) (x, y) = P {α(X) ≤ x, β(Y ) ≤ y}

= P
(
X ≥ α−1(x), Y ≥ β−1(y)

)
= 1− P

(
X < α−1(x) o Y < β−1(y)

)
= 1−

[
P
(
X < α−1(x)

)
+ P

(
Y < β−1(y)

)
−P
(
X < α−1(x), Y < β−1(y)

)]
= 1−HXY (α−1(x),∞)−HXY (∞, β−1(y))

+HXY

(
α−1(x), β−1(y)

)
= 1− CXY

(
F1(α−1(x)), G1(∞)

)
− CXY

(
F1(∞), G1(β−1(y))

)
+ CXY

(
F1(α−1(x)), G1(β−1(y))

)
= F2(x) +G2(y)− 1 + CXY (1− F2(x), 1−G2(y)).

Observación 1.9. Los teoremas anteriores pueden ser más generales y exigir que las trans-

formaciones sean solamente estrictamente monótonas en casi todo punto, para permitir

que la propiedad falle en conjuntos de medida nula. Los resultados seguiŕıan siendo váli-

dos, sólo habŕıa que considerar las inversas generalizadas en las demostraciones. �
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1.5. Componentes de una cópula, densidad y repre-

sentación canónica

En esta sección estudiamos la descomposición de las cópulas como funciones de distribu-

ción y se muestra un resultado análogo al Teorema de Sklar en términos de densidades.

1.5.1. Componentes y densidad de una cópula

Definición 1.17. La densidad c asociada a la cópula C es

c(u, v) =
∂2C(u, v)

∂u∂v
. (1.45)

Teorema 1.13. La densidad de una cópula existe casi por doquier en el interior de I2 y

es no negativa.

Demostración. Por el Teorema 1.4, las derivadas parciales ∂C
∂u

y ∂C
∂v

existen en casi todo

punto de I y son no decrecientes. Por ser no decrecientes, son diferenciables en casi cual-

quier punto y por eso la densidad existe c.p.d. Al ser las derivadas parciales no negativas,

la densidad también lo es.

Observación 1.10. Al igual que se comentaba en la Observación 1.6, la densidad de la

cópula C definida en (1.45) se debe entender como una densidad extendida a R2 mediante

fc(x, y) :=

{
c(x, y), (x, y) ∈ (0, 1)2

0, (x, y) /∈ (0, 1)2
. (1.46)

�

Definición 1.18. Dada la cópula C, denotaremos por AC a la componente absolutamente

continua

AC(u, v) =

∫ u

0

∫ v

0

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds, (1.47)

y por SC a la componente singular

SC(u, v) = C(u, v)− AC(u, v). (1.48)

A una cópula para la que C = AC en I2 se le denomina absolutamente continua, mientras

que se dice singular si C = SC en I2.

Cuando no es absolutamente continua ni singular, se dice que tiene una componente

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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absolutamente continua y una componente singular, y se puede descomponer según

C = AC + SC . (1.49)

En este caso, ni AC ni SC serán cópulas.

Observación 1.11. Si C es singular, entonces ∂2C(u,v)
∂u∂v

= 0 en casi todo punto de I y el

soporte de C es un conjunto de medida de Lebesgue nula.

�

Ejemplo 1.11. La cópula producto C⊥(u, v) = uv es absolutamente continua, porque

para todo (u, v) en I2,

AC⊥ =

∫ u

0

∫ v

0

∂2C⊥(s, t)

∂s∂t
dtds =

∫ u

0

∫ v

0

1dtds = uv = C⊥(u, v). (1.50)

Sin embargo, las cotas de Fréchet–Hoeffding son singulares, pues su derivada es nula en

casi todo punto:

∂2C+(u, v)

∂u∂v
=

{
0, u > v

0, u < v
,
∂2C−(u, v)

∂u∂v
=

{
0, u+ v > 1

0, u+ v < 1
. (1.51)

Por lo tanto AC+ = 0, SC+ = C+ y AC− = 0, SC− = C−.

Notemos que tanto C− como C+ no son derivables en u = v y u+ v = 1 respectivamente.

3

Ejemplo 1.12. Una familia de cópulas con componentes absolutamente continuas y sin-

gulares es la familia de Marshall–Olkin, indexada por los parámetros 0 < α, β < 1:

Cα,β(u, v) = mı́n
(
u1−αv, uv1−β) =

{
u1−αv, uα ≥ vβ

uv1−β, uα ≤ vβ
. (1.52)

Cuando α = β = θ esta es la familia de Cuadras–Augé, presentada en el Ejemplo 1.5. Su

derivada existe salvo en la curva uα = vβ:

∂2

∂u∂v
Cα,β(u, v) =

{
(1− α)u−α, uα > vβ

(1− β)v−β, uα < vβ
. (1.53)

La componente absolutamente continua es

Aα,β(u, v) =

∫ u

0

∫ v

0

∂2Cα,β(t, s)

∂u∂v
dtds (1.54)

=

 uv1−β − αβ
α+β−αβ (uα)

α+β−αβ
αβ , uα > vβ

u1−αv − αβ
α+β−αβ

(
vβ
)α+β−αβ

αβ , uα < vβ
(1.55)
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= mı́n
(
u1−αv, uv1−β)− αβ

α + β − αβ
[
mı́n

(
uα, vβ

)]α+β−αβ
αβ (1.56)

= Cα,β(u, v)− αβ

α + β − αβ
[
mı́n

(
uα, vβ

)]α+β−αβ
αβ . (1.57)

Y la singular,

Sα,β(u, v) =
αβ

α + β − αβ
[
mı́n

(
uα, vβ

)]α+β−αβ
αβ . (1.58)

3

El siguiente lema hace trivial comprobar si una función C es 2–creciente cuando ésta es

absolutamente continua.

Lema 1.6. Sea C una función con derivada parcial mixta continua (densidad continua)

y tal que:

i. ∂2C(u,v)
∂u∂v

≥ 0 para casi todo (u, v) ∈ I2.

ii. C(u, v) =
∫ u

0

∫ v
0
∂2C(s,t)
∂s∂t

dtds,∀(u, v) ∈ I2.

Entonces C es 2–creciente.

Demostración. Es un cálculo sencillo.

∆u2
u1

∆v2
v1
C(u, v) = C(u2, v2)− C(u1, v2)− C(u2, v1) + C(u1, v1)

=

∫ u2

0

∫ v2

0

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds−

∫ u2

0

∫ v1

0

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds

−
∫ u1

0

∫ v2

0

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds+

∫ u1

0

∫ v1

0

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds

=

∫ u2

u1

∫ v2

0

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds−

∫ u2

u1

∫ v1

0

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds

=

∫ u2

u1

∫ v2

v1

∂2C(s, t)

∂s∂t
dtds ≥ 0.

1.5.2. Conexión con la Teoŕıa de la Medida

Uno de los resultados básicos de la Teoŕıa de la Probabilidad es que toda probabilidad

define una función de distribución y, rećıprocamente, toda distribución genera una medida

de probabilidad asociada. En el caso bivariante, una función de distribución H define una

medida de probabilidad VH en R2 mediante el H–volumen de la Definición 1.1,

VH ((a1, a2]× (b1, b2]) := ∆a2
a1

∆a2
a1
H(x, y), con a1 ≤ b1, a2 ≤ b2. (1.59)
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VH es una medida en la semiálgebra de los intervalos (a1, b1]×(a2, b2], que se puede extender

de forma única a la σ–álgebra de Borel B2 mediante el Teorema de Caratheodory [3].

De este modo, como las cópulas se comportan como funciones de distribución en I2 (ver

la Observación 1.6), cada cópula C induce una medida de probabilidad VC en I2 al igual

que en (1.59) y que se puede simplificar como

VC ([0, u]× [0, v]) = C(u, v). (1.60)

De esta forma, la medida inducida por C es el C–volumen VC .

Intuitivamente, el C–volumen de un subconjunto de I2 es la probabilidad de dos variables

uniformes en (0, 1), U y V , con función de distribución conjunta C tomen valores dentro

de ese subconjunto:

VC(S) = P {(U, V ) ∈ S} . (1.61)

Observación 1.12. Es importante destacar que, al contrario que las distribuciones bivarian-

tes en general, las cópulas no tienen átomos (puntos individuales con probabilidad

o C–volumen positivo). En consecuencia, la componente singular no tiene componente

discreta, como suele suceder con las distribuciones bivariantes. Esto se debe a que las

marginales de C son variables U(0, 1) y por tanto absolutamente continuas, lo que se

traduce en la que no hay puntos espećıficos con probabilidad positiva. Se puede ver for-

malmente usando (1.12). �

A las C–medidas VH a veces se les denomina medidas doblemente estocásticas6 ya

que si S ⊂ I y S medible,

VC(S × I) = VC(I× S) = P {V ∈ S} =

∫
I
1{x∈S}dx = m(S), (1.62)

donde m denota la medida de Lebesgue en R.

La descomposición anterior de una cópula C en sus componentes absolutamente conti-

nua y singular tiene una clara interpretación en términos de la teoŕıa de la medida: es la

descomposición de la C–medida, inducida por la medida de Lebesgue m en R2, que pro-

porciona el Teorema de descomposición de Lebesgue. De dicha descomposición surgen la

medida absolutamente continua con respecto a m, VAC y la medida singular con respecto

6El término doblemente estocástico es la terminoloǵıa que se usa para denotar a las matrices cuadradas
A = (aij) tales que

∑n
i=1 aij = 1, ∀j y

∑n
j=1 aij = 1, ∀i, es decir, tales que cada fila y columna suman 1.
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a m, VSC . Se tiene la versión de (1.49) en términos de medidas

VC = VAC + VSC , con VAC << m y VSC⊥m. (1.63)

Además, ahora podemos saber cuanta probabilidad acumula la componente absolutamente

continua y la singular:

VAC (I2) = AC(1, 1) y VSC (I2) = SC(1, 1). (1.64)

Ejemplo 1.13. La C–medida de las componentes de las cotas de Fréchet–Hoeffding, cal-

culadas en el Ejemplo 1.11, es trivial al ser totalmente singulares: AC+(1, 1) = AC−(1, 1) =

0, SC+(1, 1) = SC−(1, 1) = 1. De aqúı se deduce que la cota inferior C− acumula toda la

probabilidad en la diagonal de I2, con lo que P {U = V } = 1 y que la cota superior C+

la acumula en la segunda diagonal de I2, con lo que P {U + V = 1} = 1. Esto se aprecia

claramente en la Figura 1.3. 3

Ejemplo 1.14. En el caso de la familia de Marshall–Olkin,

Aα,β(1, 1) = 1− αβ

α + β − αβ
y Sα,β(1, 1) =

αβ

α + β − αβ
. (1.65)

Y de este modo, la componente singular hace que se acumule probabilidad en la curva

uα = vβ, con probabilidad P
{
Uα = V β

}
= αβ

α+β−αβ . 3

1.5.3. Representación canónica de la densidad

Para el caso de variables aleatorias absolutamente continuas, al existir las densidades

marginales y conjunta, podemos combinar el Teorema de Sklar y la densidad de la cópula

y obtener la representación canónica de la densidad conjunta7:

f(x, y) = c(F1(x), F2(y))f1(x)f2(y). (1.66)

Dicha representación se obtiene derivando en (1.17) con respecto a x e y. La cópula c se

puede expresar en función de las densidades y distribuciones mediante

c(F1(x), F2(y)) =
f(x, y)

f1(x)f2(y)
. (1.67)

Como F1 y F2 son estrictamente crecientes, podemos expresar c de una forma más práctica,

c(u1, u2) =
f(F−1

1 (u1), F−1
2 (u2))

f1(F−1
1 (u1)) · f2(F−1

1 (u2))
. (1.68)

7Expresada sólo en términos de las marginales y de la densidad de la cópula.
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Esta representación en ocasiones es útil para calcular la densidad de C sin tener que

derivar. Las expresiones (1.66) y (1.68) se pueden ver como las versiones en términos de

densidades del Teorema de Sklar y del Corolario 1.2, respectivamente.

Ejemplo 1.15. La densidad de la cópula Gaussiana presentada en el Ejemplo 1.10 es

cGaρ (u, v) =
1√

1− ρ2
exp

{
ζ2

1 + ζ2
2

2
+

2ρζ1ζ2 − ζ2
1 − ζ2

2

2(1− ρ2)

}
, (1.69)

donde ζ1 = Φ−1(u) y ζ2 = Φ−1(v). Esta densidad se puede ver en la Figura 1.7. 3

u

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

v

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c(u,v)

1

2

3

4

Gaussρ(u, v)

Figura 1.7: Densidad de la cópula Gaussiana con ρ = 0.5.

La representación canónica de la densidad conjunta es muy interesante a la hora de la

estimación, pues permite estimar primero las marginales y luego usar esas estimaciones

(transformadas en las distribuciones), para estimar la densidad de la cópula. Esta técnica

se conoce como estimación en dos etapas y es especialmente usada cuando se suponen

estructuras paramétricas para las densidades y la cópula (máxima verosimilitud en dos

etapas). Un tratamiento más detallado de la estimación según este método se puede ver en

[8, 18, 78]. En el Caṕıtulo 7 aplicaremos este método a un conjunto de datos direccionales.
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1.6. Cópulas de supervivencia

En la estad́ıstica muchas veces estamos interesados en variables aleatorias que miden los

tiempos de vida de individuos u objetos en determinada población. La probabilidad de

un individuo u objeto de edad X de sobrevivir más allá del tiempo x viene dada por la

función de supervivencia.

Aunque al trabajar con tiempos de supervivencia lo lógico es establecer el conjunto de

posibles valores de X como [0,+∞), el desarrollo que haremos supondrá que puede tomar

valores en R.

Definición 1.19. Dada una variable aleatoria X con función de distribución F , se define

la función de supervivencia de X como

F (x) := P{X > x} = 1− F (x). (1.70)

Definición 1.20. Dado un par de variables aleatorias (X, Y ), con función de distribución

conjunta H, se define la función de supervivencia conjunta como

H(x, y) := P{X > x, Y > y}. (1.71)

Las marginales de la función de supervivencia conjunta son las funciones de supervivencia

univariantes pues:

H(x,−∞) = P{X > x, Y > −∞} = P{X > x} = F (x), (1.72)

H(−∞, y) = P{X > −∞, Y > y} = P{Y > y} = G(y). (1.73)

A la vista de esto, cabe preguntarse si existirá un resultado similar al Teorema de Sklar

pero con funciones de supervivencia en vez de distribuciones. La respuesta es afirmativa,

y surge como aplicación de dicho teorema.

Definición 1.21. Dadas dos variables aleatorias X e Y con cópula C, se define la cópula

de supervivencia de X e Y (o simplemente la cópula de supervivencia de C) como la

función8

Ĉ(u, v) := u+ v − 1 + C(1− u, 1− v). (1.74)

Observación 1.13. La función (1.74) es en efecto una cópula pues:

i. ∀u, v ∈ I, Ĉ(u, 0) = u+ 0− 1 + C(1− u, 1) = u− 1 + 1− u = 0 = Ĉ(0, v).

ii. ∀u, v ∈ I, Ĉ(u, 1) = u+ 1− 1 + C(1− u, 0) = u y Ĉ(1, v) = v.

8Salvo mención expĺıcita, Ĉ no representa la estimación de C.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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iii. ∀u1, u2, v1, v2 ∈ I tal que u1 ≤ u2 y v1 ≤ v2, 1 − u2 = w2 ≤ w1 = 1 − u1, 1 − v2 =

t2 ≤ t1 = 1− v1,

∆u2
u1

∆v2
v1
Ĉ(u, v) = Ĉ(u2, v2)− Ĉ(u2, v1)− Ĉ(u1, v2) + Ĉ(u1, v1)

= u2 + v2 − 1 + C(1− u2, 1− v2)− (u2 + v1 − 1 + C(1− u2, 1− v1))

− (u1 + v2 − 1 + C(1− u1, 1− v2)) + u1 + v1 − 1 + C(1− u1, 1− v1)

= C(w2, t2)− C(w2, t1)− C(w1, t2) + C(w1, t1) ≥ 0.

�

Teorema 1.14 (Teorema de Sklar para funciones de supervivencia). Sea H una función de

supervivencia conjunta con distribuciones marginales F y G. Entonces existe una cópula

Ĉ tal que

H(x, y) = Ĉ(F (x), G(y)), ∀x, y ∈ R. (1.75)

Si F y G son continuas, entonces Ĉ es única. En otro caso, Ĉ está uńıvocamente deter-

minada en RanF × RanG.

Rećıprocamente, si Ĉ es una cópula y F y G son funciones de supervivencia, entonces la

función H definida por (1.75) es una función de supervivencia conjunta con distribuciones

marginales F y G.

Demostración. Basta tener en cuenta que por el Teorema de Sklar existe una cópula C

asociada a X e Y y podemos escribir

H(x, y) = P{X > x, Y > y} = 1− P{X ≤ x o Y ≤ y}

= 1− (F (x) +G(y)−H(x, y))

= F (x) +G(y)− 1 +H(x, y)

= F (x) +G(y)− 1 + C(F (x), G(y))

= F (x) +G(y)− 1 + C(1− F (x), 1−G(y))

= Ĉ(F (x), G(y)),

donde Ĉ es la cópula de la Definición 1.21.

Una función que se parece mucho a la cópula de supervivencia es la siguiente:

Definición 1.22. La función de supervivencia conjunta para dos variables aleatorias uni-

formes U1 y U2 con cópula C se denota por C// y está definida por

C// (u, v) = P {U > u, V > v} , ∀(u, v) ∈ (0, 1)2. (1.76)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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38 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas

De la propia definición se tiene:

C// (u, v) = 1− u− v + C(u, v) = Ĉ(1− u, 1− v). (1.77)

Las funciones C// y Ĉ se parecen tanto que se puede reescribir (1.75) en función de C// :

F = C// (F (x), G(y)). (1.78)

Al igual que con el Teorema de Sklar, tenemos el análogo del Corolario 1.2 para funciones

de supervivencia.

Corolario 1.3. Sea H una distribución conjunta con distribuciones marginales F y G,

Ĉ la cópula derivada del Teorema 1.14 y F
(−1)

y G
(−1)

las quasi–inversas de F y de G

respectivamente. Entonces

Ĉ(u, v) = H(F
(−1)

(u), G
(−1)

(v)), ∀(u, v) ∈ DomĈ. (1.79)

Demostración. Es análoga a la del Corolario 1.2.

Otras funciones relacionadas con las cópulas (y las cópulas de supervivencia) son el dual

de una cópula y la co–cópula.

Definición 1.23. Se define el dual de una cópula C como la función

C̃(u, v) := u+ v − C(u, v). (1.80)

Definición 1.24. Se define la co–cópula de una cópula C como la función

C∗(u, v) := 1− C(1− u, 1− v). (1.81)

Ejemplo 1.16. En la siguiente tabla se recogen las cópulas de supervivencia, duales y

co–cópulas derivadas de las cotas de Fréchet–Hoeffding y la cópula producto.

C Ĉ C̃ C∗

M(u, v) M(u, v) máx(u, v) máx(u, v)
Π(u, v) Π(u, v) u+ v − uv u+ v − uv
W (u, v) W (u, v) máx(u+ v, 1) mı́n(u+ v, 1)

Tabla 1.1: Cópulas de supervivencia, duales y co–cópulas de las cópulas W , Π y M .

3

Conviene resaltar que ni el dual de una cópula ni la co–cópula de una cópula son

cópulas, pues fallan en la propiedad i de ser grounded :

C̃(u, 0) = u+ C(u, 0) = u 6= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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C∗(u, 0) = 1− C(1− u, 1) = 1− (1− u) = u 6= 0.

No obstante, tienen aplicaciones interesantes cuando C es la cópula de un par de variables

aleatorias (X, Y ), como se ve en la siguiente proposición.

Proposición 1.1. Dadas un par de variables X e Y con cópula asociada C, se verifican:

P{X ≤ x, Y ≤ y} = C(F (x), G(y)), (1.82)

P{X > x, Y > y} = Ĉ(F (x), G(y)), (1.83)

P{X ≤ x o Y ≤ y} = C̃(F (x), G(y)), (1.84)

P{X > x o Y > y} = C∗(F (x), G(y)). (1.85)

Demostración. Las igualdades (1.82) y (1.83) ya han sido probadas en los Teoremas 1.6

y 1.14, respectivamente. Para (1.84):

P{X ≤ x o Y ≤ y} = P{X ≤ x}+ P{Y ≤ y} − P{X ≤ x, Y ≤ y}

= F (x) +G(y)− C(F (x), G(y))

= C̃(F (x), G(y)).

Y (1.85) también es sencilla:

P{X > x o Y > y} = P{X > x}+ P{Y > y} − P{X > x, Y > y}

= F (x) +G(y)− C̃(F (x), G(y))

= F (x) +G(y)−
(
F (x) +G(y)− 1 + C(1− F (x), 1−G(y))

)
= 1− C(1− F (x), 1−G(y))

= C∗(F (x), G(y)).

Proposición 1.2. Sean X e Y dos variables aleatorias con distribuciones marginales F1

y F2 y cópula asociada C. Entonces:

M = máx(X, Y ) ∼ FM(·) = C(F1(·), F2(·)), (1.86)

m = mı́n(X, Y ) ∼ Fm(·) = 1− Ĉ(F1(·), F2(·)) = C̃(F1(·), F2(·)). (1.87)

Además, las funciones de supervivencia de M y m son:

FM(·) = C∗(F1(·), F2(·)), (1.88)

Fm(·) = Ĉ(F1(·), F2(·)). (1.89)
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Demostración. Si F denota la distribución conjunta de X e Y , para el máximo FM es

FM(t) = P {M ≤ t} = P {X ≤ t, Y ≤ t} = F (t, t) = C(F1(t), F2(t)).

Y para el mı́nimo:

Fm(t) = P {m ≤ t} = 1− P {m > t} = 1− P {X > t, Y > t}

= 1− Ĉ(F1(t), F2(t)) = 1−
(
F1(t) + F2(t)− 1 + C(F1(t), F2(t))

)
= F1(t) + F2(t)− C(F1(t), F2(t)) = C̃(F1(t), F2(t)).

Para las funciones de supervivencia:

FM(t) = 1− FM(t) = 1− C(F1(t), F2(t)) = C∗(F1(t), F2(t))

Fm(t) = 1− Fm(t) = 1− C̃(F1(t), F2(t))

= 1− (F1(t) + F2(t)− C(F1(t), F2(t))) = Ĉ(F1(t), F2(t)).

Proposición 1.3. Bajo la composición, ◦, el conjunto de operaciones de construir la

cópula de supervivencia (∧), el dual de una cópula (∼) y la co–cópula de una cópula dada

(∗), junto a la operación identidad (i) forman el grupo dihédrico Dih2
9:

◦ i ∧ ∼ ∗
i i ∧ ∼ ∗
∧ ∧ i ∗ ∼
∼ ∼ ∗ i ∧
∗ ∗ ∼ ∧ i

Tabla 1.2: Grupo dihédrico Dih2 para ∧, ∼ y ∗.

Por tanto, las operaciones ∧, ∼ y ∗ son idempotentes y guardan una relación especial entre

ellas: la composición de dos operaciones distintas da como resultado la tercera operación.

Además, forman un grupo conmutativo.

Demostración. Se puede ver en el Apéndice A.

9El grupo dihédrico Dihn es el grupo formado por las isometŕıas del plano que dejan invariante el
n–ágono regular, operadas con la composición.
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1.7. Simetŕıa

A continuación tratamos distintos tipos de simetŕıa que pueden tener las variables alea-

torias, su caracterización mediante las funciones de distribución y la relación de éstas con

las cópulas.

Definición 1.25. Si X es una variable aleatoria y a es un número real, se dice que X es

simétrica respecto a a si las funciones de distribución de las variables X − a y a−X son

la misma. Esto es equivalente a que P{X − a ≤ x} = P{a − X ≤ x}, ∀x ∈ R. Si X es

continua con distribución F , entonces esto es equivalente a

F (a+ x) = F (a− x). (1.90)

Definición 1.26. Sean X e Y variables aleatorias y sea (a, b) ∈ R2.

i. (X, Y ) es marginalmente simétrico respecto a (a, b) si X e Y son simétricas respecto

a a y b respectivamente.

ii. (X, Y ) es radialmente simétrico respecto a (a, b) si la distribución conjunta de (X−
a, Y − b) es la misma que la distribución conjunta de (a−X, b− Y ).

iii. (X, Y ) es conjuntamente simétrico respecto a (a, b) si los siguientes cuatro pares de

variables aleatorias tienen una distribución conjunta igual: (X − a, Y − b), (X −
a, b− Y ), (a−X, Y − b) y (a−X, b− Y ).

Lema 1.7. Dadas X e Y dos variables aleatorias, se verifica:

(X, Y )
conjuntamente

simétrico
⇒ (X, Y )

radialmente

simétrico
⇒ (X, Y )

marginalmente

simétrico
.

(1.91)

Demostración. La primera implicación es trivial por la definición. La segunda se deduce

tomando las marginales de (X − a, Y − b) y de (a−X, b− Y ).

Teorema 1.15 (Caracterización de la simetŕıa radial). Sean X e Y variables aleatorias

continuas con función de distribución conjunta H y marginales F y G, respectivamente.

Sea (a, b) un punto en R2. Entonces (X, Y ) es radialmente simétrico respecto a (a, b)

si y sólo si

H(a+ x, b+ y) = H(a− x, b− y), ∀(x, y) ∈ R2. (1.92)

Demostración. Si (X, Y ) es radialmente simétrica,

H(a+ x, b+ y) = P {X ≤ a+ x, Y ≤ b+ y} = P {X − a ≤ x, Y − b ≤ y}
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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42 Caṕıtulo 1. Cópulas bivariantes y propiedades básicas

Def. 1.26
= P {a−X ≤ x, b− Y ≤ y} = P {X ≥ a− x, Y ≥ b− y}

= H(a− x, b− y).

El rećıproco es trivial:

P {X − a ≤ x, Y − b ≤ y} = H(a+ x, b+ y) = H(a− x, b− y)

= P {X ≥ a− x, Y ≥ b− y} = P {a−X ≤ x, b− Y ≤ y} .

Teorema 1.16. Sean X e Y variables aleatorias continuas con función de distribución

conjunta H, marginales F y G respectivamente y cópula C. Supongamos que X e Y son

simétricas respecto a a y b respectivamente. Entonces (X, Y ) es radialmente simétrica

respecto (a, b) si y sólo si C = Ĉ, es decir si y sólo si C satisface

C(u, v) = u+ v − 1 + C(1− u, 1− v), ∀(u, v) ∈ I2. (1.93)

Demostración.

H(a+ x, b+ y) = H(a− x, b− y), ∀(x, y) ∈ R2

⇔ C(F (a+ x), G(b+ y)) = Ĉ(F (a− x), Ĝ(b− y))

⇔ C(F (a+ x), G(b+ y)) = Ĉ(F (a+ x), G(b+ y))

⇔ C(u, v) = Ĉ(u, v), ∀(u, v) ∈ I2.

Teorema 1.17 (Caracterización de la simetŕıa conjunta). Sean X e Y variables aleatorias

continuas con función de distribución conjunta H y marginales F y G, respectivamente.

Sea (a, b) un punto en R2. Entonces (X, Y ) es conjuntamente simétrico respecto a

(a, b) si y sólo si se verifican

H(a+ x, b+ y) = F (a+ x)−H(a+ x, b− y), ∀(x, y) ∈ R2, (1.94)

H(a+ x, b+ y) = G(b+ y)−H(a− x, b+ y), ∀(x, y) ∈ R2. (1.95)

Demostración. Supongamos que (X, Y ) es conjuntamente simétrico. Probamos sólo (1.94),

(1.95) es análoga.

H(a+ x, b+ y) = P {X ≤ a+ x, Y ≤ b+ y}+ P {X − a ≤ x, Y − b > y}

− P {X − a ≤ x, Y − b > y} = F (a+ x)− P {X − a ≤ x, b− Y < −y}
Def. 1.26

= F (a+ x)− P {X − a ≤ x, Y − b < −y}

= F (a+ x)− P {X ≤ x+ a, Y < b− y} = F (a+ x)−H(x+ a, b− y).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Para el rećıproco, llegará con probar:

(a) P {X − a ≤ x, Y − b ≤ y} = P {X − a ≤ x, b− Y ≤ y}.

(b) P {X − a ≤ x, Y − b ≤ y} = P {a−X ≤ x, Y − b ≤ y}.

(c) P {X − a ≤ x, Y − b ≤ y} = P {a−X ≤ x, b− Y ≤ y}.

Probamos sólo (a) y (c) por ser (b) análogo a (a). Para (a):

P {X − a ≤ x, Y − b ≤ y} = H(a+ x, b+ y) = F (a+ x)−H(a+ x, b− y)

= P {X ≤ a+ x, Y ≤ b− y}+ P {X ≤ a+ x, Y > b− y}

− P {X ≤ a+ x, Y ≤ b− y} = P {X − a ≤ x, b− Y ≤ y} .

Para probar (c), usamos la siguiente igualdad, que se obtiene al aplicar (1.94) y después

(1.95):

H(a+ x, b+ y) = G(b+ y)− F (a− x) +H(a− x, b− y). (1.96)

Aśı:

P {a−X ≤ x, b− Y ≤ y} = P {X ≥ a− x, Y ≥ b− y}

= 1− F (a− x)−G(b− y) +H(a− x, b− y)

Lema 1.7
= G(b+ y)− F (a− x) +H(a− x, b− y)

(1.96)
= H(a+ x, b+ y) = P {X − a ≤ x, Y − b ≤ y} .

Teorema 1.18. Sean X e Y variables aleatorias continuas con función de distribución

conjunta H, marginales F y G respectivamente y cópula C. Supongamos que X e Y

son simétricas respecto a a y b, respectivamente. Entonces (X, Y ) es conjuntamente

simétrico respecto (a, b) si y sólo si C satisface

C(u, v) = u− C(u, 1− v) y C(u, v) = v − C(1− u, v), ∀(u, v) ∈ I2. (1.97)

Demostración.

H(a+ x, b+ y) = F (a+ x)−H(a+ x, b− y), ∀(x, y) ∈ R2

⇔ C(F (a+ x), G(b+ y)) = F (a+ x) + C(F (a+ x), G(b− y))

⇔ C(F (a+ x), G(b+ y)) = F (a+ x) + C(F (a+ x), 1−G(b+ y))

⇔ C(u, v) = u− C(u, 1− v), ∀(u, v) ∈ I2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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H(a+ x, b+ y) = G(b+ y)−H(a− x, b+ y), ∀(x, y) ∈ R2

⇔ C(F (a+ x), G(b+ y)) = G(b+ y) + C(F (a− x), G(b+ y))

⇔ C(F (a+ x), G(b+ y)) = G(b+ y) + C(1− F (a+ x), G(b+ y))

⇔ C(u, v) = v − C(1− u, v), ∀(u, v) ∈ I2.

Definición 1.27. Se dice que las variables X e Y son intercambiables si los vectores

(X, Y ) y (Y,X) tienen la misma distribución.

Definición 1.28. Se dice que la cópula C es simétrica si verifica

C(u, v) = C(v, u), ∀u, v ∈ I2. (1.98)

Teorema 1.19. Sean X e Y variables aleatorias continuas con función de distribución

conjunta H, marginales F y G respectivamente y cópula C. Entonces X e Y son inter-

cambiables si y sólo si F = G, y C es simétrica.

Demostración. Para que X e Y sean intercambiables, las distribuciones conjuntas de

(X, Y ) e (Y,X), H1 y H2, deben ser iguales. Por el Teorema de Sklar, basta con que

F = G y la cópula C asociada a X e Y sea simétrica:

H1(x, y) = C(F (x), G(y)) = C(G(y), F (x)) = H2(y, x). (1.99)

Ejemplo 1.17. La familia de Fréchet es la familia dada por

Cα,β(u, v) = αC+(u, v) + (1− α− β)C⊥(u, v) + βC−(u, v), (1.100)

con α, β ∈ I tales que α + β ≤ 1. Esta es una familia comprehensiva y radialmente

simétrica, pues Ĉα,β = Cα,β, ya que las cópulas de supervivencia de C−, C+ y C⊥ son

ellas mismas. Del mismo modo, toda familia que sea una combinación lineal de estas

cópulas será también radialmente simétrica. Sin embargo, la familia de Fréchet no es

conjuntamente simétrica, pues para α = 1
2
, β = 1

2
y (u, v) = (1

2
, 1

4
) no se verifica (1.97).

Un ejemplo de familia no simétrica es la familia de Cuadras–Augé, ya que C 1
2
(1

4
, 1

2
) 6=

Ĉ 1
2
(1

4
, 1

2
). 3
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1.8. Orden

La desigualdad de Fréchet–Hoeffding, vista en (1.11), proporciona dos cotas para el con-

junto de todas las cópulas posibles. Esto sugiere la definición de un orden en el conjunto

de las cópulas.

Definición 1.29. Si C1 y C2 son cópulas, diremos que C1 es menor que C2 (o que C2 es

mayor que C1), y escribiremos C1 ≺ C2 (o C1 ≺ C2) si C1(u, v) ≤ C2(u, v), ∀(u, v) ∈ I (o

con ≥).

El orden ≺ es punto a punto y se le suele denominar orden de concordancia (en el Caṕıtulo

6 se explica el motivo de este nombre). Las cotas de Fréchet–Hoeffding se convierten en

la menor y la mayor cópulas posibles con este orden. Sin embargo, hay un detalle muy

importante: se trata de un orden parcial y no total. Por ejemplo, si consideramos la

cópula formada por la combinación lineal entre W y M , C(u, v) := W (u,v)+M(u,v)
2

, nos

encontramos que esta cópula no es comparable con la cópula producto Π,

C

(
1

4
,
1

4

)
=

0 + 1/4

2
>

1

16
= Π

(
1

4
,
1

4

)
, (1.101)

C

(
1

4
,
3

4

)
=

0 + 1/4

2
<

3

16
= Π

(
1

4
,
3

4

)
. (1.102)

Entonces C 6≺ Π y Π 6≺ C y no todo par de cópulas es comparable. Sin embargo, en

ciertas familias de cópulas el orden puede ser total, y en ese caso tiene sentido definir si

están ordenadas positiva o negativamente.

Definición 1.30. Una familia paramétrica de cópulas totalmente ordenada {Cθ}θ∈Θ se

dice que es ordenada positivamente si Cα ≺ Cβ para α ≤ β. Si Cβ ≺ Cα para α ≤ β, se

dice que está ordenada negativamente.

Ejemplo 1.18. Una familia de cópulas totalmente ordenada de forma positiva es la

familia de Ali–Mikhail–Haq, presentada en el Ejemplo 1.4. Para probar que Cα(u, v) ≤
Cβ(u, v), ∀(u, v) ∈ I2, con α ≤ β pertenecientes a [−1, 1] derivamos Cθ en función de θ y

vemos que es una función creciente:

d

dθ
Cθ(u, v) =

d

dθ

[
uv

1− θ(1− u)(1− v)

]
=

uv(1− u)(1− v)

(1− θ(1− u)(1− v))2 ≥ 0.

Otra familia de cópulas ordenada de forma positiva es la de Cuadras–Augé (Ejemplo 1.5),

ya que:

Cα(u, v)

Cβ(u, v)
=

(
uv

mı́n(u, v)

)β−α
≤ 1. (1.103)
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Y por tanto Cα ≺ Cβ. No todas las familias vistas hasta ahora están positiva o ne-

gativamente ordenadas, por ejemplo, la familia de Mardia vista en el Ejemplo 1.6 no

está ordenada de ninguna de las dos formas (aunque está ordenada totalmente). Esto se

ve con:

C0

(
3

4
,
1

4

)
= C 1

4

(
3

4
,
1

4

)
=

95

512
y C 1

2

(
3

4
,
1

4

)
=

96

512
. (1.104)

Entonces C0 6≺ C 1
4

y C 1
2
6≺ C 1

2
, la familia no puede estar positiva ni negativamente

ordenada. 3

Proposición 1.4. Las operaciones cópula de supervivencia (∧) y función de supervivencia

conjunta (/) preservan el orden de concordancia, mientras que dual de una cópula (∼) y

la co–cópula (∗) lo alteran:

C1 ≺ C2 ⇔ Ĉ1 ≺ Ĉ2, C1 ≺ C2 ⇔ C// 1 ≺ C// 2 (1.105)

C1 ≺ C2 ⇔ C̃1 � C̃2, C1 ≺ C2 ⇔ C∗1 � C∗2 (1.106)

Demostración. Se comprueba para las operaciones ∧ y ∼, comprobarlo para / y ∗ es

análogo.

C1 ≺ C2 ⇔ C1(u, v) ≤ C2(u, v), ∀(u, v) ∈ I2

⇔ C1(1− u, 1− v) ≤ C2(1− u, 1− v)

⇔ u+ v − 1 + C1(1− u, 1− v) ≤ u+ v − 1 + C2(1− u, 1− v)

⇔ Ĉ1 ≺ Ĉ2.

C1 ≺ C2 ⇔ C1(u, v) ≤ C2(u, v), ∀(u, v) ∈ I2

⇔ −C1(u, v) ≥ −C2(u, v)

⇔ u+ v − C1(1− u, 1− v) ≥ u+ v − C2(u, v)

⇔ C̃1 � C̃2.
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Caṕıtulo 2

Cópulas multivariantes

En este caṕıtulo se extienden los resultados de las cópulas bivariantes al caso multivariante.

La mayoŕıa de las definiciones y teoremas son extensiones sencillas del caso bidimensional,

aunque con una considerable complicación en la notación y en los detalles técnicos. Sin

embargo, algunos resultados son distintos al caso bidimensional y hay que proceder con

cautela. Por ello, nos centraremos en lo nuevo y omitiremos las demostraciones análogas a

las del caso bidimensional y que presenten complicaciones técnicas. Estas demostraciones

son debidamente citadas a las obras en que aparezcan, por ejemplo [72].

2.1. Definiciones, Teorema de Sklar y cotas de Fréchet–

Hoeffding

Definición 2.1. Sean S1, S2, · · · , Sn subconjuntos no vaćıos de R, y sea H una función

de n variables reales tal que DomH = S1 × S2 × · · · × Sn. Sean ~a,~b ∈ Rn
tales que ~a ≤ ~b1

y B = [~a,~b] = [a1, b1]× · · · × [an, bn] un rectángulo n–dimensional cuyos vértices están en

DomH. Entonces el H–volumen de B se define como

VH(B) :=
∑

~c vértice
de B

sign(~c)H(~c), (2.1)

donde la suma se realiza en todos los vértices distintos de B, es decir, en todos los

~c = (c1, . . . , cn) tal que ci = ai o ci = bi. La función sign(~c) es

sign(~c) :=

{
1, si ck = ak para un número par de k’s

−1, si ck = ak para un número impar de k’s
. (2.2)

1Es decir, ~a = (a1, . . . , an),~b = (b1, . . . , bn) y ak ≤ bk para k = 1, . . . , n.
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Equivalentemente, el H–volumen del rectángulo B es la n–ésima diferencia de H en B

pues

VH(B) := ∆
~b
~aH(t) = ∆bn

an∆bn−1
an−1
· · ·∆b2

a2
∆b1
a1
H(t), (2.3)

donde definimos las n primeras diferencias de una función de n variables H como

∆bk
ak
H(t) := H(t1, . . . , tk−1, bk, tk+1, . . . , tn)−H(t1, . . . , tk−1, ak, tk+1, . . . , tn). (2.4)

Observación 2.1. Para n = 2, B = [x1, x2] × [y1, y2], sign(x2, y2) = sign(x1, y1) = 1 y

sign(x1, y2) = sign(x1, y2) = −1, con lo que resulta la Definición 1.1. �

Definición 2.2. Una función de n variables reales H es n–creciente si VH(B) ≥ 0 para

todos los n–rectángulos B cuyos vértices están en DomH.

Definición 2.3. Si S1, . . . , Sm ⊂ R son no vaćıos, diremos que la función H : S1 × · · · ×
Sn → R es una función grounded si, tomando ak = ı́nf Sk, k = 1, . . . , n, se verifica que

H(x1, x2, . . . , xn) = 0, ∀(x1, . . . , xn) ∈ S1 × · · · × Sn con xk = ak para algún k. (2.5)

Definición 2.4. Si S1, . . . , Sm ⊂ R son no vaćıos y con bk = supSk, k = 1, . . . , n, diremos

que la función H : S1 × · · · × Sn → R tiene marginales. Las marginales univariantes o

1–marginales son las funciones Hk : x ∈ Sk 7→ H (b1, . . . , bk−1, x, bk+1, . . . , bn) ∈ R. Las

k–marginales se definen de forma similar, fijando varias posiciones en H.

Las demostraciones de los dos lemas siguientes se pueden ver en Schweizer y Sklar [72].

Lema 2.1. Sean S1, . . . , Sn subconjuntos no vaćıos de R, y sea H una función de n

variables reales grounded con dominio S1×· · ·×Sn. Entonces H es no decreciente en cada

argumento, es decir, si (t1, . . . , tk−1, x, tk+1, . . . , tn) y (t1, . . . , tk−1, y, tk+1, . . . , tn) están en

DomH y x < y, entonces H(t1, . . . , tk−1, x, tk+1, . . . , tn) ≤ H(t1, . . . , tk−1, y, tk+1, . . . , tn).

Lema 2.2. Sean S1, . . . , Sn subconjuntos no vaćıos de R, y sea H una función de n

variables reales, grounded, n–creciente y con marginales cuyo dominio es S1× · · · × Sn.

Sean (x1, . . . , xn) e (y1, . . . , yn) puntos en S1 × · · · × Sn. Entonces

|H(x1, . . . , xn)−H(y1, . . . , yn)| ≤
n∑
k=1

|Hk(xk)−Hk(yk)| . (2.6)

Definición 2.5. Una subcópula n–dimensional (o n–subcópula) es una función C ′ con

las siguientes propiedades:

i. DomC ′ = S1×· · ·×Sn, donde cada Sk es un subconjunto de I que contiene a 0 y 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2.1. Definiciones, Teorema de Sklar y cotas de Fréchet–Hoeffding 49

ii. C ′ es grounded y es n–creciente.

iii. ∀uk ∈ Sk, C ′(1, . . . , uk, . . . , 1) = uk, para k = 1, . . . , n.

Observación 2.2. Notemos que ∀ ~u ∈ DomC ′, 0 ≤ C ′(~u) ≤ 1, aśı que RanC ′ es también

un subconjunto de I. �

Definición 2.6. Una cópula n–dimensional o n–cópula es una función C : In 7−→ I con

las siguientes propiedades:

i. ∀(u1, . . . , un) ∈ In, C(u1, . . . , un) = 0 si algún uk = 0, k = 1, . . . , n.

ii. ∀(u1, . . . , un) ∈ In, C(1, . . . , uk, . . . , 1) = uk, k = 1, . . . , n.

iii. (C es n–creciente) ∀~a,~b ∈ In tal que ~a ≤ ~b, VC
([
~a,~b
])
≥ 0.

Equivalentemente, una n–cópula es una n–subcópula C cuyo dominio es In.

Ejemplo 2.1. Las extensiones de las 2–cópulas a M , Π y W a la dimensión n son:

Mn(u1, . . . , un) = mı́n(u1, . . . , un), (2.7)

Πn(u1, . . . , un) = u1 · · ·un, (2.8)

W n(u1, . . . , un) = máx(u1 + · · ·+ un − n+ 1, 0). (2.9)

Mn y Πn son n–cópulas para n ≥ 2. Lo único complicado es comprobar que son n–

crecientes y esto se ve fácilmente teniendo en cuenta que [72]:

VMn

([
~a,~b
])

= máx (mı́n(b1, . . . , bn)−máx(a1, . . . , an), 0) ≥ 0,

VΠn

([
~a,~b
])

= (b1 − a1) · · · (bn − an) ≥ 0.

En la Proposición 2.2 se ve que W n generalmente no es una n–cópula. 3

Proposición 2.1. Si C es una n–cópula, con n ≥ 2, entonces para cualquier k, 2 ≤ k ≤ n,

todas las
(
n
k

)
k–marginales de C son k–cópulas.

Demostración. Es un procedimiento de inducción. Empezaremos por probar que todas

las (n− 1)–marginales de una n–cópula son (n− 1)–cópulas. Denotaremos por

Cǩ (~v) = C1,...,k−1,k+1,...,n (u1, . . . , uk−1, uk+1, . . . , un)

= C (u1, . . . , uk−1, 1, uk+1, . . . , un) , ~v = (u1, . . . , uk−1, uk+1, . . . , un)

a las distintas (n−1)–marginales de C, con k = 1, . . . , n. Veamos que son (n−1)–cópulas:

i. Cǩ (~v) = C (v1, . . . , vk−1, 1, vk, . . . , vn−1) = 0 si algún vs = 0, s = 1, . . . , n− 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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50 Caṕıtulo 2. Cópulas multivariantes

ii. Cǩ (1, . . . , vs, . . . , 1) = C (1, . . . , vs, . . . , 1) = vs, s = 1, . . . , n− 1.

iii. Para ver que Cǩ es (n−1)–creciente, consideremos el n–rectángulo B = [a1, b1]×· · ·×
[ak−1, bk−1]× [ak+1, bk+1]× · · · × [an, bn] y los puntos ~c = (a1, . . . , ak−1, ak+1, . . . , an)

y ~d = (b1, . . . , bk−1, bk+1, . . . , bn). Usando que C es n–creciente:

VC(B) = ∆bn
an · · ·∆

bk−1
ak−1

∆1
0∆bk+1

ak+1
· · ·∆b1

a1
C(u1, . . . , un)

= ∆bn
an · · ·∆

bk−1
ak−1

[
∆bk+1
ak+1
· · ·∆b1

a1
C(u1, . . . , uk−1, 1, uk+1, . . . , un)

= − ∆bk+1
ak+1
· · ·∆b1

a1
C(u1, . . . , uk−1, 0, uk+1, . . . , un)

]
= ∆bn

an · · ·∆
bk−1
ak−1

∆bk+1
ak+1
· · ·∆b1

a1
C(u1, . . . , 1, . . . , un)

= ∆dn−1
cn−1
· · ·∆d1

c1
Cǩ(~v) ≥ 0.

Por lo tanto el Cǩ–volumen de cualquier (n−1)–rectángulo B′ =
[
~c, ~d
]

es no negativo

y aśı Cǩ es (n− 1)–creciente.

Las (n− 2)–marginales de C se pueden ver como las ((n− 1)− 1) marginales de Cǩ, con

k = 1, . . . , n y aplicando lo probado, serán (n − 2)–cópulas. Procediendo de esta forma,

se prueba que para todo 2 ≤ k ≤ n, las k–marginales de C son k–cópulas. Además, como

estamos combinando n elementos en grupos de k elementos (sin repetición), el número de

k–marginales es
(
n
k

)
.

Ejemplo 2.2. Sea C(u, v, w) = wmı́n(u, v). C es una 3–cópula pues verifica i y ii de

forma trivial y el C–volumen del 3–rectángulo B = [a1, b1)× [a2, b2)× [a3, b3) es

VC(B) = ∆b3
a3

∆b2
a2

∆b1
a1
C(u, v, w) = (b3 − a3)∆b2

a2
∆b1
a1

mı́n(u, v)

= (b3 − a3) (b1 −mı́n(a1, b2)−mı́n(b− 1, a2) + a1) ≥ 0.

Las 2–marginales de C son C1,2(u, v) = C(u, v, 1) = mı́n(u, v) = M(u, v), C1,3(u, v) =

C(u, 1, w) = wmı́n(u, 1) = Π(u,w) y C2,3(u, v) = C(1, v, w) = wmı́n(1, v) = Π(v, w). 3

Ejemplo 2.3. Sea C(u, v, w) = mı́n(u, v)−mı́n(u, v, 1− w). C es una 3–cópula, aunque

probar que es 3–creciente es algo complicado.

Sus 2–marginales son C1,2(u, v) = C(u, v, 1) = M(u, v), C1,3(u, v) = u−mı́n(u, 1− w) =

W (u,w) y C2,3(u, v) = v −mı́n(v, 1− w) = W (v, w). 3

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Lema 2.2.

Teorema 2.1. Sea C ′ una n–subcópula. Entonces para todo (u1, . . . , un) y (v1, . . . , vn) en

DomC ′,

|C ′(u1, . . . , un)− C ′(v1, . . . , vn)| ≤
n∑
k=1

|vk − uk| . (2.10)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Eduardo Garćıa Portugués



2.1. Definiciones, Teorema de Sklar y cotas de Fréchet–Hoeffding 51

Por lo tanto C ′ es uniformemente continua en su dominio.

Las n–cópulas tendrán derivadas parciales k–ésimas para 1 ≤ k ≤ n casi por doquier en

In [8] y verificarán que

0 ≤ ∂kC(u1, . . . , un)

∂u1 · · · ∂un
≤ 1. (2.11)

La demostración seŕıa una extensión del Teorema 1.4, pero más compleja.

Definición 2.7. Una función de distribución n–dimensional es una función H con domi-

nio Rn
tal que:

i. H es n–creciente.

ii. ∀(t1, . . . , tn) ∈ Rn
tal que tk = −∞, H(t1, . . . , tn) = 0 y H(∞, . . . ,∞) = 1.

iii. H es continua por la derecha en cada variable.

Ya estamos preparados para presentar el Teorema de Sklar multidimensional, que como

el bidimensional, se demuestra mediante dos lemas: uno que lo pruebe para subcópulas

y otro que extienda las subcópulas a cópulas. La prueba del primer lema es sencilla y se

puede ver en [72], pero la del segundo requiere muchos cálculos y es bastante extensa. Su

demostración se puede ver en [76]. Otra prueba independiente de la de Sklar se debe a

M.C. Spruill [56]. Es una demostración probabiĺıstica y no hace referencia a las cópulas.

La demostración del resto del teorema y del Corolario 2.1 se puede ver en [72].

Lema 2.3. Sea H una distribución n–dimensional con marginales F1, . . . , Fn. Entonces

existe una única n–subcópula C ′ tal que

i. DomC ′ = RanF1 × · · · × RanFn.

ii. ∀x1, . . . , xn ∈ R, H(x1, . . . , xn) = C ′ (F1(x1), . . . , Fn(xn)).

Lema 2.4 (Extensión de una n–subcópula a una n–cópula). Sea C ′ una n–subcópula.

Entonces existe una n–cópula C tal que

C(u1, . . . , un) = C ′(u1, . . . , un), ∀(u1, . . . , un) ∈ DomC ′. (2.12)

La extensión no es única generalmente.

Teorema 2.2 (Teorema de Sklar n–dimensional). Sea H una distribución n–dimensional

con marginales F1, . . . , Fn. Entonces existe una n–cópula C tal que

H(x1, . . . , xn) = C (F1(x1), . . . , Fn(xn)) , ∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn
. (2.13)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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52 Caṕıtulo 2. Cópulas multivariantes

Si F1, . . . , Fn son todas continuas , entonces C es única. En otro caso, C está uńıvocamente

determinada en RanF1× · · · ×RanFn. rećıprocamente, si C es una n–cópula y F1, . . . , Fn

son distribuciones univariantes, entonces la función H definida por (2.13) es una función

de distribución n–dimensional con marginales F1, . . . , Fn.

Corolario 2.1. Sean H, C y F1, . . . , Fn como en el Teorema de Sklar y sean F
(−1)
1 , . . . ,

F
(−1)
n las quasi–inversas de F1, . . . , Fn respectivamente. Entonces se cumple que

C(u1, . . . , un) = H
(
F

(−1)
1 (u1), . . . , F (−1)

n (un)
)
, ∀(u1, . . . , un) ∈ In. (2.14)

Al igual que en el caso bidimensional, el Teorema de Sklar admite una formulación en

términos de variables aleatorias.

Teorema 2.3. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias con funciones de distribución F1, . . . ,

Fn, respectivamente, y función de distribución conjunta H. Entonces existe una cópula tal

que se verifica (2.13). Si F1, . . . , Fn son continuas, C es única. En otro caso, C está uńıvo-

camente determinada sólo en RanF1 × · · · × RanFn.

Las cotas de Fréchet–Hoeffding van a ser análogas a las del caso bidimensional, aunque

W n no es una n–cópula, lo que limita su utilidad. W n no es una cópula para n > 2

porque la dependencia perfecta negativa no es generalizable para más de dos

variables aleatorias, a diferencia de la positiva.

Un sencillo contraejemplo se obtiene considerando un conjunto de tres variables aleatorias

X, Y y Z, que sean dependientes perfectas negativas (cada una de cada una de las

restantes). Entonces cada variable es una función decreciente de cada una de las restantes.

Por ejemplo, Z = f(X) y Z = g(Y ) con f y g funciones no crecientes, con lo que f(X) =

g(Y ). Pero además, Y = h(X) con h no creciente, con lo que tenemos f(X) = (g ◦h)(X),

lo que es un absurdo (salvo en el caso degenerado) pues g◦h es una función no decreciente.

Kettler [40] propone una extensión de W a cópulas multivariantes que salve este problema.

Como para (U1, U2) ∼ W se tiene que U1 + U2 = 1, la idea es buscar una cópula C↓

tal que si (U1, . . . , Un) ∼ C↓ se verifique U1 + · · · + Un = 1, es decir, que haya una

dependencia complementaria entre U1, . . . , Un. Esta dependencia seŕıa inversa cuando n =

2, coincidiendo en ese caso C↓ con W y el concepto de dependencia perfecta negativa.

Teorema 2.4 (Desigualdad de Fréchet–Hoeffding). Si C ′ es una n–subcópula cualquiera,

entonces:

W n(~u) ≤ C ′(~u) ≤Mn(~u), ∀~u ∈ DomC ′. (2.15)

Demostración. Sea (u1, . . . , un) ∈ DomC ′.

Como C ′ es no decreciente en cada argumento, para k = 1, . . . , n se cumple C ′(u1, . . . , un) =

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2.1. Definiciones, Teorema de Sklar y cotas de Fréchet–Hoeffding 53

C ′(1, . . . , uk, . . . , 1) = uk, con lo cual C ′(u1, . . . , un) ≤ mı́n(u1, . . . , un). Para la cota infe-

rior, usamos el Lema 2.2:

1− C ′(u1, . . . , un) = |C ′(1, . . . , 1)− C ′(u1, . . . , un)| ≤
n∑
k=1

|1− uk| = n−
n∑
k=1

uk.

Como C ′(u1, . . . , un) ≥ 0, C ′(u1, . . . , un) ≥ máx (
∑n

k=1 uk − n+ 1, 0).

Proposición 2.2. Para todo n > 2, W n no es una cópula.

Demostración. Consideremos el n–cubo
[

1
2
, 1
]n

y calculemos su volumen para ver que W n

no es 2–creciente:

W n

([
1

2
, 1

]n)
= W n (1, 1, . . . , 1)− nW n

(
1

2
, 1, . . . , 1

)
+

(
n

2

)
W n

(
1

2
,
1

2
, . . . , 1

)
+ · · ·+W n

(
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2

)
= 1− n

2
+ 0 + · · ·+ 0 = 1− n

2
.

Por lo tanto, para n > 2, el volumen es negativo pues 1− n
2
< 0 y W n no puede ser una

cópula.

Aunque W n no es una cópula para n > 2, la cota es la mejor posible: siempre existe una

cópula que alcanza su valor en un punto determinado, como se puede ver en el siguiente

teorema.

Teorema 2.5. Para cualquier n > 2 y cualquier ~u ∈ In, existe una n–cópula C~u (que

depende de ~u), para la cual C~u(~u) = W n(~u).

Demostración. Sea ~u = (u1, . . . , un) un punto fijo de In que no sea (0, . . . , 0) ni (1, . . . , 1).

Consideraremos dos casos:

i. Supongamos que 0 < u1 + · · ·+ un ≤ n− 1.

Consideremos el conjunto de puntos {(v1, . . . , vn) : vk = 0, 1 o tk para k = 1, . . . , n},
con tk = mı́n

(
(n−1)uk
u1+···+un , 1

)
. Se define una función C ′~u en estos puntos mediante

C ′~u (~v) := W n (~v). Se puede ver que C ′~u es una n–subcópula. Entonces podemos

extender C ′~u a una n–cópula C~u mediante una “interpolación multilineal” análoga

a la del Lema 1.5 (ver Apéndice A). Aśı, para todo ~x ∈ [~0,~t], con ~t = (t1, . . . , tn),

incluyendo a ~u, C~u(~x) = W n(~x).

ii. Supongamos que n− 1 < u1 + · · ·+ un.

Consideremos el conjunto de puntos {(v1, . . . , vn) : vk = 0, 1 o sk para k = 1, . . . , n},
con sk = 1 − 1−uk

n−(u1+···+un)
. Se define una función C ′~u en estos puntos mediante

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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C ′~u (~v) := W n (~v). C ′~u es una n–subcópula y se puede extender como antes a una

n–cópula C~u. Aśı, para todo ~x ∈ [~s,~1], con ~s = (s1, . . . , sn), incluyendo a ~u, C~u(~x) =

W n(~x) = x1 + · · ·+ xn − n+ 1.

El siguiente teorema caracteriza a Π y M como las cópulas asociadas a la independencia

y a la comonotońıa. Para la demostración del segundo punto puede ser interesante ver

[15].

Teorema 2.6. Para n ≥ 2, sean X1, . . . , Xn variables aleatorias con distribuciones con-

tinuas. Entonces:

i. X1, . . . , Xn son independientes si y sólo si la n–cópula de X1, . . . , Xn es Πn.

ii. Cada una de las variables aleatorias X1, . . . , Xn es casi seguro una función estric-

tamente creciente del resto si y sólo si la n–cópula de X1, . . . , Xn es Mn.

Como en el caso bidimensional, las cópulas son invariantes frente a transformaciones

estrictamente crecientes (es suficiente con que lo sean en casi todo punto). Su demostración

es análoga.

Teorema 2.7. Para n ≥ 2, sean X1, . . . , Xn variables aleatorias con distribuciones conti-

nuas y cópula CX1,...,Xn. Si α1, . . . , αn son funciones estrictamente crecientes de R en R,

entonces

Cα(X1),...,α(Xn) = CX1,...,Xn . (2.16)

2.2. Componentes y densidad de una cópula multi-

variante

Definición 2.8. La densidad c asociada a la n–cópula C es

c(u1, . . . , un) =
∂nC(u1, . . . , un)

∂u1 · · · ∂un
(2.17)

La densidad existe en casi todo In, tal y como se véıa en (2.11).

Definición 2.9. Dada la n–cópula C, denotaremos por AC a la componente absolutamente

continua

AC(u1, . . . , un) =

∫ u1

0

· · ·
∫ un

0

∂nC(t1, . . . , tn)

∂t1 · · · ∂tn
dtn · · · dt1. (2.18)
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y por SC a la componente singular

SC(u1, . . . , un) = C(u1, . . . , un)− AC(u1, . . . , un). (2.19)

Una cópula para la que C = AC en In se denomina absolutamente continua y se dice

singular si C = SC en I2.

Cuando no es absolutamente continua ni singular, se dice que tiene una componente

absolutamente continua y una componente singular, y se puede descomponer según

C = AC + SC . (2.20)

En este caso, ni AC ni SC serán cópulas.

Supongamos que X1, . . . , Xn son variables aleatorias absolutamente continuas, con distri-

bución conjunta F , densidad conjunta f , distribuciones marginales F1, . . . , Fn y densida-

des marginales f1, . . . , fn. Si C es la n–cópula asociada F , entonces la densidad conjunta

f admite la siguiente representación canónica:

f(x1, . . . , xn) = c (F1(x1), . . . , Fn(xn))
n∏
j=1

fj(xj). (2.21)

A veces es útil expresar c como

c(u1, . . . , un) =
f
(
F−1

1 (u1), . . . , F−1
n (un)

)∏n
j=1 fj

(
F−1
j (uj)

) . (2.22)

En los siguientes ejemplos se ve la aplicación de (2.22) para calcular la densidad de una

cópula.

Ejemplo 2.4. Cópula Gaussiana multivariante. Sea R una matriz simétrica definida posi-

tiva con unos en la diagonal y ΦR la distribución de la normal multivariante estandarizada2

con matriz de correlación R. La n–cópula Gaussiana se define como

CGa
R (u1, . . . , un) = ΦR

(
Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(un)

)
. (2.23)

Notemos que se usa la matriz de correlación R en vez de la de varianza Σ porque queremos

estar en un contexto estandarizado, sin depender de los rangos de las variables aleatorias.

Mediante la definición de la cópula CGa
R y la representación canónica, podemos calcular

2Con media cero.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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la densidad cGaR :

cGaR (Φ(x1), . . . ,Φ(xn)) =

1

(2π)
n
2 |R|

1
2

exp
(
−1

2
~xTR−1~x

)
∏n

j=1

(
1√
2π

exp
(
−1

2
x2
j

)) . (2.24)

Si denotamos uj = Φ(xj) y ~ζ = (Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(un))T , tenemos la representación

cGaR (u1, . . . , un) =
1

|R|
1
2

exp

(
−1

2
~ζT (R−1 − I)~ζ

)
. (2.25)

Los parámetros asociados a dicha cópula son las diferentes entradas de R, que debido

a su simetŕıa son
(
n
2

)
. Cada uno de estos parámetros mide la dependencia (en términos

de correlación) entre las variables U1, . . . , Un. Además, como estamos con normalidad,

correlación cero equivale a independencia. 3

Ejemplo 2.5. Cópula t de Student multivariante. Si R es una matriz de correlaciones, se

define la distribución multivariante t de Student estandarizada con matriz de correlación

R y ν grados de libertad como

TR,ν(x1, . . . , xn) =

∫ x1

−∞
· · ·
∫ xn

−∞

Γ
(
ν+n

2

)
|R|−

1
2

Γ
(
ν
2

)
(νπ)

1
2

(
1 +

1

ν
~xTR−1~x

)− ν+n
2

dx1 · · · dxn. (2.26)

Si X ∼ TR,ν , X admite la representación estocástica

X
d
=

√
ν√
S
Z con Z ∼ Nn (0, R) y S ∼ χ2

ν . (2.27)

Esta representación, generalización del caso univariante, será útil para simular Ct
R,ν .

Si Tv denota la distribución univariante t de Student con ν grados de libertad, la cópula

de Student multivariante se define como

Ct
R,ν(u1, . . . , un) = T tR,ν

(
T−1
ν (u1), . . . , T−1

ν (un)
)
. (2.28)

Denotando ζj = Tν(xj) y ~ζ = (T−1
ν (u1), . . . , T−1

ν (un))T , su densidad, por la representación

canónica, es

ctR,ν(u1, . . . , un) = |R|−
1
2

Γ
(
ν+n

2

)
Γ
(
ν
2

) (
Γ
(
ν
2

)
Γ
(
ν+1

2

))n (
1 + 1

ν
ζTR−1ζ

)− ν+n
2∏n

j=1

(
1 +

ζ2j
ν

)− ν+1
2

. (2.29)

3
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2.3. Cópulas multivariantes de supervivencia

Las cópulas multivariantes de supervivencia se complican con respecto a las bivariantes.

Esto es consecuencia de que las funciones de supervivencia conjunta no tienen una ex-

presión sencilla con respecto a la función de distribución conjunta y sus marginales. Por

eso es preferible definir la n–cópula de supervivencia Ĉ mediante el Teorema de Sklar,

enunciado en términos de supervivencia.

Definición 2.10. La n–cópula de supervivencia de las variables aleatorias X1, . . . , Xn,

con distribución conjunta F y marginales F1, . . . , Fn, es la única cópula Ĉ en RanF1 ×
· · · × RanFn tal que

F (x1, . . . , xn) = Ĉ
(
F1(x1), . . . , Fn(xn)

)
. (2.30)

Esta cópula está dada por el Teorema de Sklar para funciones de supervivencia [33].

De este modo, la existencia de Ĉ está asegurada. Lo que queremos ahora es ver la relación

con la cópula C asociada a las variables X1, . . . , Xn.

Definición 2.11. La función de supervivencia conjunta del vector aleatorio (U1, . . . , Un),

formado por variables uniformes y con cópula C se denota por C// :

C// (u1, . . . , un) = P {U1 > u1, . . . , Un > un} . (2.31)

El siguiente teorema se encuentra demostrado en [33] y manifiesta la relación compleja

entre Ĉ y C cuando la dimensión n aumenta.

Teorema 2.8. La n–cópula de supervivencia Ĉ se puede escribir en términos de la n–

cópula C correspondiente:

Ĉ(u1, . . . , un) = C// (1− u1, . . . , 1− un)

=
n∑
i=0

(−1)i
∑

~w(u1,...,un)∈Z(n−i,n,1)

C(1− w1, . . . , 1− wn)

 , (2.32)

donde Z(n− i, n, 1) es el conjunto de
(
n
i

)
posible vectores con n− i componentes iguales

a 1 e i componentes iguales a ui, para i = 1, . . . , n. La función de supervivencia C// se

expresa como

C// (u1, . . . , un) =
n∑
i=0

(−1)i
∑

~w(u1,...,un)∈Z(n−i,n,1)

C(w1, . . . , wn)

 . (2.33)
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Además, de forma simétrica, la n–cópula C se puede escribir en términos de Ĉ:

C(u1, . . . , un) =
n∑
i=0

(−1)i
∑

~w(u1,...,un)∈Z(n−i,n,1)

Ĉ(1− w1, . . . , 1− wn)

 . (2.34)

Ejemplo 2.6. Usando el teorema anterior, vamos a calcular C// y Ĉ para una 3–cópula C:

C// (u1, u2, u3) =
3∑
i=0

(−1)i
∑

~w(u1,u2,u3)∈Z(3−i,3,1)

Ĉ(w1, w2, w2)


= C(1, 1, 1)− C(u1, 1, 1)− C(1, u2, 1)− C(1, 1, u3)

+ C(u1, u2, 1) + C(u1, 1, u3) + C(1, u2, u3)− C(u1, u2, u3)

= 1− u1 − u2 − u3 + C12(u1, u2) + C13(u1, u3)

+ C23(u2, u3)− C(u1, u2, u3). (2.35)

Entonces,

Ĉ(u1, u2, u3) = C// (1− u1, 1− u2, 1− u3)

= −2 + u1 + u2 + u3 + C12(1− u1, 1− u2) + C13(1− u1, 1− u3)

+ C23(1− u2, 1− u3)− C(1− u1, 1− u2, 1− u3). (2.36)

3

Proposición 2.3. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias con distribuciones marginales

F1, . . . , Fn y cópula asociada C. Entonces:

M = máx(X1, . . . , Xn) ∼ FM(·) = C(F1(·), . . . , Fn(·)), (2.37)

m = mı́n(X1, . . . , Xn) ∼ Fm(·) = 1− Ĉ(F1(·), . . . , Fn(·)). (2.38)

2.4. Orden

Se puede definir un orden parcial en el conjunto de las n–cópulas mediante comparaciones

punto a punto.

Definición 2.12. Se dice que la n–cópula C1 es menor que la n–cópula C2 y se denota

por C1 ≺ C2 si, para todo (u1, . . . , un) ∈ In, se cumple

C1(u1, . . . , un) ≤ C2(u1, . . . , un) y C// 1(u1, . . . , un) ≤ C// 2(u1, . . . , un). (2.39)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Observación 2.3. En el caso bidimensional, la definición se redućıa a la primera condición

ya que C1(u, v) ≤ C2(u, v)⇔ C// 1(u, v) ≤ C// 2(u, v) por C// (u, v) = 1− u− v + C(u, v). �

Ejemplo 2.7. ¿Es toda cópula C es menor que la cota superior de Fréchet–Hoeffding,

C+? Es decir, ¿se cumple que C ≺M? Como C(~u) ≤ C+(~u) se cumple para todo ~u ∈ In,

tenemos que ver si C// (~u) ≤ C// +(~u). Por (2.35),

C// (u1, u2, u3) = 1− u1 − u2 − u3 + C12(u1, u2) + C13(u1, u3)

+ C23(u2, u3)− C(u1, u2, u3). (2.40)

Entonces, C// (~u) ≤ C// +(~u) si y sólo si:

1− u1 − u2 − u3 + C12(u1, u2) + C13(u1, u3) + C23(u2, u3)− C(u1, u2, u3)

≤ 1− u1 − u2 − u3 + mı́n(u1, u2) + mı́n(u1, u3) + mı́n(u2, u3)−mı́n(u1, u2, u3).

Es decir, si y sólo si:

C12(u1, u2)+C13(u1, u3) + C23(u2, u3)− C(u1, u2, u3) ≤

mı́n(u1, u2) + mı́n(u1, u3) + mı́n(u2, u3)−mı́n(u1, u2, u3). (2.41)

Como las 2–marginales son cópulas Cij(ui, uj) ≤ mı́n(ui, uj) y también C(u1, u2, u3) ≤
mı́n(u1, u2, u3), no se puede concluir que C// (~u) ≤ C// +(~u).

Śı se puede probar que Π ≺ C+. Supongamos que u1 ≤ u2 ≤ u3, lo cual no es res-

tricción, debido a la simetŕıa de las componentes. Cambiando en (2.41) mı́n(u1, u2, u3) y

C(u1, u2, u3) de lado, tenemos que el lado izquierdo es:

u1u2 + u1u3 + u2u3 − u1u2u3 + mı́n(u1, u2, u3) ≤ u1 + u1 + u2 + u1 = 3u1 + u2 (2.42)

y el lado derecho,

2u1 + 2u2 ≤ u1 + u1 + u2 + Π(u1, u2, u3). (2.43)

Como u1 ≤ u2, 3u1 + u2 ≤ 2u1 + 2u2 y (2.41) se cumple. Entonces 6 Π(~u) ≤ C// +(~u). 3
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Caṕıtulo 3

Construcción de cópulas

En este caṕıtulo se exponen las principales técnicas usadas para construir cópulas. Los

métodos están centrados en la construcción de 2–cópulas, aunque en el último apartado

se comentan algunas formas de construir n–cópulas y los problemas que aparecen en este

contexto.

3.1. Método de inversión

El método de inversión hace uso del Corolario 1.2 para construir la única cópula C a

partir de la distribución conjunta F y las distribuciones marginales continuas F1 y F2,

C(u, v) = F (F
(−1)
1 (u), F

(−1)
2 (v)). (3.1)

Con esta cópula C se pueden construir nuevas distribuciones bivariantes con marginales

F ′1 y F ′2, definiendo

F ′(x, y) := C(F ′1(x), F ′2(v)). (3.2)

Esta misma técnica se puede aplicar usando funciones de supervivencia, en cuyo caso hay

que aplicar el Corolario 1.3 y obtener la cópula de supervivencia

Ĉ(u, v) = F (F
(−1)

1 (u), F
(−1)

2 (v)). (3.3)

Ejemplo 3.1. Consideremos la distribución dada por

F (x, y) = exp
{
−
(
e−x + e−y − (eθx + eθy)−

1
θ

)}
, (3.4)

con θ ≥ 0. Sus marginales son F1(x) = F (x,∞) = exp{−e−x} y F1(y) = F (∞, y) =

exp{−e−y}. Además, son invertibles por lo que F−1
i (ui) = − log(− log ui), i = 1, 2. Enton-
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ces la cópula Cθ asociada es

Cθ(u1, u2) = u1u2 exp
{[

(− log u1)−θ + (− log u2)−θ
]− 1

θ

}
. (3.5)

A esta familia de cópulas se la conoce como la familia de Gumbel–Barnett .

Notemos que θ es un parámetro para modelar la dependencia, pues no aparece en las

distribuciones marginales y śı en la conjunta. 3

El problema de este método es que se requiere la distribución conjunta para deducir

la cópula. Eso limita la utilidad del método de inversión en las aplicaciones, porque

normalmente lo que se desconoce es la función de distribución.

3.2. Métodos geométricos

Los métodos geométricos tratan de construir cópulas con determinados aspectos geométri-

cos, como el soporte o las secciones horizontales, verticales y diagonales. También tratan

de obtener cópulas a partir de otras mediante combinaciones convexas y mixturas.

3.2.1. Construcción de cópulas singulares

En esta sección se trata la construcción de cópulas singulares cuyo soporte es un determi-

nado conjunto. Hasta ahora, las cópulas singulares con las que hemos trabajado eran las

cotas de Fréchet–Hoeffding W y M . Su soporte era la segunda diagonal de I2 y la diagonal

de I2, respectivamente. Lo que se quiere hacer ahora es fijar un soporte para la cópula

singular, atendiendo a su representación gráfica, y obtener la expresión de dicha cópula

usando simplemente su definición y las propiedades del C–volumen, fundamentalmente

C(u, v) = VC ([0, v]× [0, v]) , ∀(u, v) ∈ I2. (3.6)

El método se explica con el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2. Supongamos que queremos descomponer la masa de probabilidad en dos

segmentos de forma uniforme, un segmento uniendo (0, θ) y (θ, 0) con masa θ y otro

segmento uniendo (θ, 1) con (1, θ) con masa de 1 − θ, siendo θ ∈ [0, 1]. Notemos que

C0 = C1 = W . El soporte se puede ver en la primera gráfica de la Figura 3.1.

Para obtener la expresión de la cópula Cθ, vamos a ir calculando la expresión para las

regiones de I2 que aparecen en la Figura 3.1:

i. En este caso VCθ ([0, u]× [0, v]) = VCθ ([0, 0]× [0, 0]) = 0, porque no se corta ningún

segmento con probabilidad positiva. Por lo tanto C(u, v) = 0.

ii. VCθ ([0, u]× [0, v]) = VCθ ([0, u]× [0, 1]) = u, con lo que Cθ(u, v) = u.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 3.1: Construcción de una cópula singular.

iii. VCθ ([0, u]× [0, v]) = VCθ ([0, 1]× [0, v]) = v, con lo que Cθ(u, v) = v.

iv. Esta situación se recoge en la segunda gráfica y para calcular el volumen, se utiliza

que VCθ ([u, 1]× [v, 1]) = 1− θ, pues el rectángulo con bordes discontinuos contiene

al segmento de probabilidad 1− θ. De esta forma,

1− θ = VCθ ([u, 1]× [v, 1]) = Cθ(1, 1)− Cθ(u, 1)− Cθ(1, v) + Cθ(u, v)

= 1− u− v + Cθ(u, v).

Y aśı Cθ(u, v) = u+ v − θ.

v. En este caso Cθ(u, v) = θ, porque contiene al segmento inferior y no al superior.

vi. Aqúı se razona de forma similar al caso iv. Como VCθ ([u, 1]× [v, 1]) = 0, desarro-

llando la expresión nos queda Cθ(u, v) = u+ v − 1.
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Figura 3.2: Cópula singular Cθ con soporte [(0, θ), (θ, 0)] ∪ [(θ, 1), (1, θ)] para θ = 0.5.
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Ahora juntamos las regiones en los rectángulos [0, θ]2, [θ, 1]2 y ii ∪ iii y ya tenemos la

expresión para Cθ de una forma compacta:

Cθ(u, v) =


máx(0, u+ v − θ), (u, v) ∈ [0, θ]2

máx(θ, u+ v − 1), (u, v) ∈ [θ, 1]2

M(u, v), en otro caso

. (3.7)

La gráfica y los conjuntos de nivel de esta cópula se puede ver en la Figura 3.2. 3

En [59] hay múltiples ejemplos con distintos soportes, por ejemplo basados en curvas. La

metodoloǵıa es la misma, sólo que se complican el cálculo y las distintas regiones.

3.2.2. Suma ordinal de cópulas y mezclas de M

En este apartado se presenta un método que divide el cuadrado I2 en varias regiones

y considera en cada región una determinada cópula. De esta forma se pueden obtener

nuevas cópulas a partir de otras ya conocidas, simplemente combinándolas de una forma

adecuada. Se trata del método de la suma ordinal de cópulas.

Después se verá un método similar, que subdivide I2 en varias regiones pero que sólo usa

variaciones de la cota superior de Fréchet–Hoeffding M para construir una nueva cópula,

que será singular. Es el método de las mezclas de M .

Comenzamos definiendo lo que se entiende por suma ordinal de cópulas.

Definición 3.1. Sea {Ji}i∈I una partición de I formada por intervalos cerrados, que sólo

se solapan en los extremos y que son no degenerados. Denotemos a estos intervalos por

Ji = [ai, bi], i ∈ I. Sea {Ci}i∈I una colección de cópulas.

Se define la suma ordinal de {Ci}i∈I con respecto a {Ji}i∈I como la cópula C dada por:

C(u, v) =

{
ai + (bi − ai)Ci

(
u−ai
bi−ai ,

v−ai
bi−ai

)
, (u, v) ∈ J2

i

M(u, v), en otro caso
(3.8)

Se puede probar que (3.8) es en efecto una cópula, pero verificar que es 2–creciente impli-

ca considerar varios casos (según la región a la que pertenezcan (u1, v1), (u1, v2), (u2, v1)

y (u2, v2)) y se hace demasiado largo. En la Figura 3.3 se puede ver gráficamente la

descomposición del cuadrado I2 en las regiones grises, donde la cópula estará dada por

C1, C2, . . . , Cn, y la región blanca, que corresponde a M .
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Figura 3.3: Estructura de la suma ordinal de cópulas.

Ejemplo 3.3. La suma ordinal de {Π,W,M} con respecto a
{

[0, θ
2
], [ θ

2
, θ], [θ, 1]

}
, con

0 < θ < 1, es la cópula

Cθ(u, v) =


θ
2
Π
(

2u
θ
, 2v
θ

)
, (u, v) ∈ [0, θ

2
]2

θ
2

+ θ
2
W
(

2u−θ
θ
, 2v−θ

θ

)
, (u, v) ∈ [ θ

2
, θ]2

θ + (1− θ)M
(
u−θ
1−θ ,

v−θ
1−θ

)
, (u, v) ∈ [θ, 1]2

M(u, v), en el resto

. (3.9)

En la Figura 3.4 podemos ver un representación gráfica de esta peculiar cópula. 3
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Figura 3.4: Suma ordinal de {Π,W,M} con respecto a
{

[0, θ
2
], [ θ

2
, θ], [θ, 1]

}
con θ = 0.8.

El próximo teorema caracteriza las cópulas que son sumas ordinales, lo cual es útil para

saber si una cópula cualquiera se puede expresar mediante sumas ordinales, por ejemplo,

a través de la ecuación (3.10).
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Teorema 3.1. Sea C una cópula. Entonces C es una suma ordinal si y sólo si existe un

t en (0, 1) tal que C(t, t) = t.

Demostración. Supongamos que existe un t en (0, 1) tal que C(t, t) = t. Sean C1(u, v) :=
C(tu,tv)

t
y C2(u, v) := C(t+(1−t)u,t+(1−t)v)−t

1−t para u, v ∈ I. Tanto C1 como C2 son cópulas

(se prueba usando la hipótesis C(t, t) = t) y entonces C es la suma ordinal de {C1, C2}
respecto a {[0, t], [t, 1]}:

C(u, v) =


0 + (t− 0)C1

(
u−0
t−0

, v−0
t−0

)
= C(u, v), (u, v) ∈ [0, t]2

t+ (1− t)C2

(
u−t
1−t ,

v−t
1−t

)
= C(u, v), (u, v) ∈ [t, 1]2

VC([0, u]× [0, v]) = VC([0, u]× [0, 1]) = u, (u, v) ∈ [0, t]× [t, 1]

VC([0, u]× [0, v]) = VC([0, 1]× [0, v]) = v, (u, v) ∈ [t, 1]× [0, t]

. (3.10)

El rećıproco es trivial, pues por definición C(t, t) toma todos los valores en cada [ai, bi], i ∈
I, por lo que existirá un t0 ∈ [ai0 , bi0 ] tal que C(t0, t0) = t0.

El método de las mezclas de M es similar al de las sumas ordinales, pero trabaja sólo

con M . Las cópulas obtenidas por este método surgen mediante el siguiente proceso de

alteración de la cópula M :

i. Se comienza con la masa de probabilidad de M en la diagonal de I2.

ii. Se corta I2 verticalmente en un número finito de bandas.

iii. Se reordenan las bandas de la forma que se desee, pudiendo también girarlas (refle-

jarlas) sobre su eje vertical de simetŕıa.

Para formalizar este proceso, se establece la siguiente definición.

Definición 3.2. Sea {Ji}i=1,...,n una partición finita de I formada por intervalos cerrados,

que sólo se solapan en los extremos y que son no degenerados. Sea π una permutación

del grupo de las permutaciones Sn = {1, 2, . . . , n} y ω : {1, . . . , n} → {−1, 1} una función

que a cada banda i le asigna −1 si ha sido girada o 1 si permanece igual. Se denomina

mezcla de M y se denota por M (n, {Ji} , π, ω ({1, . . . , n})) a la cópula obtenida siguiendo

los pasos anteriores.

Denotaremos In a la colección {Ji}i=1,...,n cuando sea una partición regular de I, es decir,

cuando la longitud de cada subintervalo sea 1
n
.

Esta notación caracteriza de forma uńıvoca a una mezcla de M . En el siguiente ejemplo,

se ve que calcular una mezcla de M sencilla (n = 3) puede conllevar bastantes cálculos y

acabar en una expresión complicada.
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Figura 3.5: Construcción de una cópula mezcla de M .

Ejemplo 3.4. Vamos a calcular la cópula C = M (3, I3, (2, 1, 3), (1,−1,−1)). El primer

paso es reordenar M de acuerdo a la forma de C. Esto se puede ver gráficamente en la

Figura 3.5. Una vez reordenado el soporte de M , hay que calcular la expresión de C. Se

hace como en la subsección anterior: aplicando las propiedades de la definición de cópula

y las técnicas usadas en el Ejemplo 3.2. De esta forma, dividimos el cuadrado unidad en

10 regiones en las que obtener la expresión, tal y como recoge la Figura 3.6.

0
1
3

1
3

2
3

2
3

1

1

I IIIII

IV

V

VI VII

VIII
IX

X

Figura 3.6: Regiones de la cópula mezcla de M .

Englobando las regiones por rectángulos se consigue simplificar hasta tener la expresión

C(u, v) =



máx
(
u, v − 1

3

)
, (u, v) ∈

[
0, 1

3

]
×
[

1
3
, 2

3

]
máx

(
0, u+ v − 2

3

)
, (u, v) ∈

[
1
3
, 2

3

]
×
[
0, 1

3

]
máx

(
2
3
, u+ v − 1

)
, (u, v) ∈

[
2
3
, 1
]
×
[

2
3
, 1
]

0 (u, v) ∈
[
0, 1

3

]
×
[
0, 1

3

]
u+ v − 2

3
, (u, v) ∈

[
1
3
, 2

3

]
×
[

1
3
, 2

3

]
M(u, v), en el resto

. (3.11)

Notemos que no es una suma ordinal porque hay rectángulos fuera de la “diagonal de

rectángulos” en los que la cópula es distinta de M , aunque M aparece en ciertos rectángu-

los. La gráfica y conjuntos de nivel de esta cópula se pueden ver en la Figura 3.7. 3

Ejemplo 3.5. La cópula singular (3.7) es una mezcla de M dada por la expresión

M(2, ([0, θ], [θ, 1]), (1, 2), (−1,−1)). 3
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Figura 3.7: Mezcla de M .

Las mezclas de M son una herramienta muy poderosa, pues como muestra el Teorema

3.2, toda cópula se puede aproximar tanto como se quiera mediante una mezcla de M . Es

decir, que una cópula cualquiera se puede ver como el ĺımite de una sucesión de cópulas

mezclas de M . Este teorema tiene un caso particular, el Corolario 3.1, con una interesante

interpretación.

Teorema 3.2. Sea C una cópula cualquiera. Para todo ε > 0, existe una mezcla de M ,

que denotaremos Cε, tal que

sup
u,v∈I
|Cε(u, v)− C(u, v)| < ε. (3.12)

Entonces, podemos aproximarnos a C por medio de una cópula mezcla de M tanto como

queramos, usando la norma del supremo.

Otra consecuencia de este teorema es que el conjunto de cópulas mezclas de M es denso

en el conjunto de las cópulas, usando la norma del supremo.

Demostración. Puede verse en [54].

Corolario 3.1. Para todo ε > 0, existe una mezcla de M , que denotaremos Cε, tal que

sup
u,v∈I
|Cε(u, v)− Π(u, v)| < ε. (3.13)

Intuitivamente, dos variables X e Y son completamente dependientes si una varia-

ble está totalmente predicha a partir de la otra, mediante algún tipo de correspondencia

uńıvoca. Esto se puede formalizar diciendo que en ese caso existe una función biyectiva

ϕ tal que P {Y = ϕ(X)} = 1. En el caso opuesto tenemos la independencia de X e Y ,
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donde la información de una variable no aporta nada sobre la otra. Veremos que estos

conceptos aparentemente opuestos admiten un nexo de unión.

Supongamos que la cópula de X e Y es una mezcla de M . Entonces, como el soporte

de cualquier mezcla de M es el grafo de una función biyectiva (reordenamos la diagonal

sin solapar), X e Y son mutuamente dependientes. De hecho, todas las mezclas de M

corresponden a variables completamente dependientes. Pero por el Corolario 3.1,

tenemos mezclas de M arbitrariamente cerca de Π. Esto implica que el comportamiento de

un par de variables aleatorias independientes y con ciertas marginales es el ĺımite de

dos variables aleatorias completamente dependientes y con las mismas marginales.

Esto admite una interpretación en términos de ϕ: al ir mezclando el soporte de M , vamos

complicando cada vez más la función de dependencia ϕ, hasta el punto en que puede llegar

a verse como un generador de números aleatorios. De esa forma los puntos generados

como (X,ϕ(X)) irán perdiendo el patrón de dependencia al complicarse ϕ, y parecerán

aleatorios, a pesar de que X y ϕ(X) sean completamente dependientes.

Si conocemos la imagen de una cópula C en un punto del interior de I2, entonces se pueden

mejorar las cotas de Fréchet–Hoeffding, a través de cópulas dadas por mezclas de M .

Teorema 3.3. Sea C una cópula y supongamos que C(a, b) = θ, donde (a, b) ∈ (0, 1)2.

Entonces

CL(u, v) ≤ C(u, v) ≤ CU(u, v), (3.14)

donde CU y CL son las cópulas dadas por:1

CU = M (4, {[0, θ], [θ, a], [a, a+ b− θ], [a+ b− θ, 1]} , (1, 2, 3, 4), 1) (3.15)

= mı́n
(
u, v, θ + (u− a)+ + (v − b)+

)
, (3.16)

CL = M (4, {[0, a− θ], [a− θ, a], [a, 1− b+ θ], [1− b+ θ, 1]} , (4, 2, 3, 1),−1) (3.17)

= máx
(
0, u+ v − 1, θ − (a− u)+ − (b− v)+

)
. (3.18)

Como CL(a, b) = CU(a, b) = θ, las cotas son las mejores posibles.

Demostración. Aplicando el Teorema 1.3 y teniendo en cuenta que una cópula es no

decreciente en cada componente, se tiene que para u ≥ a, 0 ≤ C(u, v)− C(a, v) ≤ u− a
y para u < a, 0 ≤ C(a, v)− C(u, v) ≤ a− u, con lo que juntando ambos casos se tiene:

−(a− u)+ ≤ C(u, v)− C(a, v) ≤ (u− a)+ (3.19)

1Denotamos x+ = máx(0, x).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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De forma análoga,

−(b− v)+ ≤ C(a, v)− C(a, b) ≤ (v − b)+. (3.20)

Sumando (3.19) y (3.20),

θ − (a− u)+ − (b− v)+ ≤ C(u, v) ≤ θ + (v − b)+ + (u− a)+. (3.21)

Para tener (3.14), añadimos las cotas de Fréchet–Hoeffding a (3.21).

3.2.3. Mixturas y sumas convexas

Cuando presentamos las familias de cópulas de Mardia y de Fréchet, vimos que esta-

ban obtenidas a partir de combinaciones lineales convexas de las cópulas Π, W y M .

La técnica de construir nuevas cópulas a partir de otras existentes mediante sumas con-

vexas es una de las más empleadas. Además, aparte de los parámetros de cada cópula,

permite introducir nuevos parámetros asociados a los coeficientes de la combinación lineal.

De la definición de función cópula se puede deducir fácilmente que toda combinación

lineal convexa de cópulas es una cópula. Este resultado es conocido para las funciones de

distribución, aunque aqúı lo vamos a enunciar y probar espećıficamente para cópulas.

Lema 3.1. Si C1, . . . , Cn son cópulas, entonces C =
∑n

i=1 αiCi es una cópula, con 0 ≤
αi ≤ 1, i = 1, . . . , n y

∑n
i=1 αi = 1.

Demostración. Veamos que C es una cópula:

i. C(0, v) =
∑n

i=1 αiCi(0, v) =
∑n

i=1 αi0 = 0 y análogamente para C(u, 0) = 0.

ii. C(1, v) =
∑n

i=1 αiCi(1, v) =
∑n

i=1 αiv = v y análogamente para C(u, 1) = u.

iii. Para u1 ≤ u2, v1 ≤, u2,

C(u2, v2)− C(u1, v2)− C(u2, v2) + C(u1, v1)

=
n∑
i=1

αi [Ci(u2, v2)− Ci(u1, v2)− Ci(u2, v2) + Ci(u1, v1)] ≥ 0.

Generalizando la idea de combinación lineal convexa, podemos ponderar sobre una co-

lección infinita de cópulas indexadas por un parámetro continuo θ ∈ Θ . Esto se hace

mediante una función de distribución Λ, asociada a una variable aleatoria η. De esta
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Eduardo Garćıa Portugués



3.2. Métodos geométricos 71

forma, podemos englobar, por ejemplo, el caso de una suma convexa (η discreta con

probabilidades {αi}i=1,...,n) y el de la media continua (η = UΘ).

Definición 3.3. Sea una familia de cópulas indexadas por el parámetro θ, representada

por {Cθ}θ∈Θ. Sea η una variable aleatoria que toma valores en el conjunto Θ y con función

de distribución Λ. Se define la mezcla o mixtura de {Cθ}θ∈Θ con respecto a Λ como la

cópula C ′ dada por

C ′(u, v) = Eη [Cη(u, v)] =

∫
Sop(η)

Cη(u, v)dΛ(η). (3.22)

A la distribución Λ se la conoce como la distribución de mezcla o mixtura de la familia

{Cθ}θ∈Θ. Si la distribución de η tiene un parámetro α ∈ A, la anterior expresión se traduce

en

C ′α(u, v) = Eη [Cη(u, v)] =

∫
Sop(η)

Cη(u, v)dΛα(η). (3.23)

De esta forma, mediante (3.23), se puede definir una nueva familia de cópulas {C ′α}α∈A a

partir de {Cθ}θ∈Θ.

Observación 3.1. La cópula C ′ procedente de la mezcla de {Cθ}θ∈Θ con respecto a Λ es

en efecto una cópula:

i. C ′(u, 0) =
∫
Sop(η)

Cη(u, 0)dΛ(η) =
∫
Sop(η)

0dΛ(η) = 0, análogo para C ′(0, v) = 0.

ii. C ′(u, 1) =
∫
Sop(η)

Cη(u, 1)dΛ(η) =
∫
Sop(η)

udΛ(η) = u, análogo para C ′(1, v) = v.

iii. Para u1 ≤ u2, v1 ≤, u2,

C ′(u2, v2)− C ′(u1, v2)− C ′(u2, v2) + C ′(u1, v1)

=

∫
Sop(η)

C ′η(u2, v2)− C ′η(u2, v1)− C ′η(u1, v2) + C ′η(u1, v1)dΛ(η) ≥ 0.

�

Ejemplo 3.6. Dada una cópula cualquiera C, consideremos la familia de cópulas {Cθ}θ∈(0,1)

formada por

Cθ(u, v) =

{
C(1− θ + u, v)− C(1− θ, v), u ≤ θ

v − C(1− θ, v) + C(u− θ, v), u > θ
. (3.24)

Consideramos la distribución de mezcla Λ = U(0, 1) y aśı

Eθ [Cθ(u, v)] =

∫ 1

0

Cθ(u, v)dθ = uv = Π(u, v). (3.25)
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La cópula producto surge como la esperanza da la familia de cópulas con respecto al

parámetro θ. 3

Ejemplo 3.7. La familia de cópulas de Farlie–Gumbel–Morgenstern (FGM) está formada

por las cópulas de la forma

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v), (3.26)

con θ ∈ [−1, 1]. Estas cópulas tienen la propiedad de simetŕıa, definida en la Definición

1.28 y, por lo tanto, si las v.a. continuas X e Y tienen la misma distribución marginal y

su cópula asociada es de la familia FGM, serán intercambiables.

Tomemos como distribución de mezcla a una distribución Beta adaptada al intervalo

(−1, 1), es decir Λα,β
d
= −1+2B(α, β). Entonces obtenemos una nueva familia de cópulas:

C ′α,β(u, v) =

∫ 1

−1

Cθ(u, v)fα,β(θ)dθ = uv + uv(1− u)(1− v)

[
2

α

α + β
− 1

]
= uv +

α− β
α + β

uv(1− u)(1− v). (3.27)

Podemos definir θ′ = α−β
α+β

y ya que −1 < α−β
α+β

< 1, vemos que la nueva familia {C ′}θ′∈(0,1)

es muy parecida a la de FGM, simplemente hay que extenderla por continuidad para

θ′ = −1 y θ′ = 1. De esta forma, podemos decir que la familia FGM es invariante por la

distribución de mezcla Λα,β, cambiando el parámetro original θ por θ′ = α−β
α+β

. 3

Una forma particular de construir nuevas cópulas por mixturas es la mezcla de poten-

cias, o el método de Marshall–Olkin [50]. Este método construye cópulas mediante las

transformadas de Laplace de funciones de distribución.

Ejemplo 3.8. Dada una variable aleatoria η con función de distribución Λ, su transfor-

mada de Laplace se define como

L{Λ} (t) =

∫ ∞
0

e−ηtdΛ(η). (3.28)

En lo que sigue, denotaremos simplemente por φ a la transformada de Laplace. Dadas dos

funciones de distribución F1 y F2, definimos las funciones Gi(x) = exp {−φ−1(Fi(x))} , i =

1, 2, que resultan ser funciones de distribución (es sencillo comprobar que verifican la

Definición 1.9).

Entonces con Gi, i = 1, 2, podemos construir:

H(x, y) =

∫ ∞
0

G1(x)αG2(y)αdM(α) = φ(− logG1(x)− logG2(y))

= φ
(
φ−1(F1(x)) + φ−1(F2(y))

)
. (3.29)
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H es una distribución porque es una mixtura de Gα
1G

α
2 (distribución para todo α > 0)

con respecto a M . Si en (3.29) tomamos F1 y F2 como uniformes U(0, 1), obtenemos la

siguiente cópula

C(u1, u2) = φ
(
φ−1(u1) + φ−1(u2)

)
. (3.30)

Por lo tanto, hemos construido una familia de cópulas de la forma (3.30) indexada por el

conjunto de funciones φ que son transformadas de Laplace, con lo que tenemos una gran

variedad de cópulas.

En el Caṕıtulo 4 se ve que las funciones (3.30) son cópulas para una familia de funciones

más amplia que las transformadas de Laplace, denominadas generadores de cópulas Ar-

quimedianas. 3

3.2.4. Cópulas con ciertas secciones horizontales o verticales

El objetivo de este apartado es construir y caracterizar cópulas con determinadas seccio-

nes horizontales y verticales (Definición 1.8). El tipo de secciones que se consideran son

las lineales, cuadráticas y cúbicas. Esto es equivalente a buscar cópulas que sean lineales,

cuadráticas o cúbicas en una variable.

El estudio de las secciones horizontales y verticales es interesante, por ejemplo, cuando U

y V son variables uniformes con distribución C, ya que las secciones son proporcionales a

las distribuciones condicionales. Para u0 ∈ (0, 1),

P {V ≤ v|U ≤ u0} =
P {U ≤ u0, V ≤ v}

P {U ≤ u0}
=
C(u0, v)

u0

=
vu0(v)

u0

. (3.31)

Como el estudio de las secciones horizontales y el de las verticales es simétrico,

enunciaremos los resultados para secciones horizontales, siendo válidos para las horizon-

tales sin más que intercambiar los papeles de u y v.

Cópulas con secciones lineales

Una cópula que tenga una sección horizontal lineal, es decir que sea lineal en u, debe tener

la forma

C(u, v) = a(v)u+ b(v), ∀(u, v) ∈ I2, (3.32)

donde a(·) y b(·) serán ciertas funciones. Estas funciones se pueden deducir fácilmente de

las condiciones de contorno de las cópulas,
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b(v) = C(0, v) = 0 y a(v) = C(1, v) = v, ∀v ∈ I. (3.33)

Por lo tanto, la única cópula con secciones lineales es la cópula producto.

Cópulas con secciones cuadráticas

Para que una cópula tenga una sección horizontal cuadrática, i.e. cuadrática en u, debe

tener la forma

C(u, v) = a(v)u2 + b(v)u+ c(v), ∀(u, v) ∈ I2. (3.34)

De nuevo, por las condiciones de contorno,

c(v) = C(0, v) = 0 y a(v) + b(v) = C(1, v) = v, ∀v ∈ I. (3.35)

Podemos denotar a(v) = −Ψ(v) y b(v) = v − a(v) = v + Ψ(v), por lo que la expresión

(3.34) se queda en

C(u, v) = uv + Ψ(v)u(1− u), ∀(u, v) ∈ I2. (3.36)

Las condiciones que ha de verificar la función Ψ para que (3.36) sea una cópula son las

que proporciona el siguiente teorema.

Teorema 3.4. Sea Ψ una función con dominio I, y sea C una cópula dada por (3.36).

Entonces C es una cópula si y sólo si:

i. Ψ(0) = Ψ(1) = 0 (Condiciones de contorno de C).

ii. Ψ satisface la condición de Lipschitz (C es 2–creciente)

|Ψ(v2)−Ψ(v1)| ≤ |v2 − v1| , ∀v1, v2 ∈ I. (3.37)

Además, si se cumplen ambas condiciones, C es absolutamente continua.

Demostración. Las condiciones de contorno son equivalentes a la condición i:

C(0, v) = 0, C(u, 0) = Ψ(0)u(1− u) = 0⇔ Ψ(0) = 0,

C(1, v) = v, C(u, 1) = u+ Ψ(1)u(1− u) = u⇔ Ψ(1) = 0.

Para ver que C(u, v) = uv + Ψ(v)u(1 − u) es 2–creciente, calcularemos primero su C–

volumen para u1 ≤ u2, v1,≤ v2:

VC ([u1, u2]× [v1, v2]) = (u2 − u1) {(v2 − v1) + [Ψ(v2)−Ψ(v1)] (1− u1 − u2)} . (3.38)
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Si u1 = u2, v1 = v2 o u1 + u2 = 1 entonces VC ([u1, u2]× [v1, v2]) ≥ 0, por tanto hay que

estudiar el caso u1 < u2, v1 < v2, u1 + u2 6= 1. Que (3.38) sea mayor o igual que cero es

equivalente a {
Ψ(v2)−Ψ(v1)

v2−v1 ≤ 1
u2+u1−1

, u1 + u2 > 1
Ψ(v2)−Ψ(v1)

v2−v1 ≥ 1
u2+u1−1

, u1 + u2 < 1
. (3.39)

Y como

ı́nf

{
1

u1 + u2 − 1
: 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ 1, u1 + u2 > 1

}
= 1,

sup

{
1

u1 + u2 − 1
: 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ 1, u1 + u2 < 1

}
= −1,

entonces (3.39) es equivalente a

−1 ≤ Ψ(v2)−Ψ(v1)

v2 − v1

≤ 1, ∀v1, v2 ∈ I : v1 < v2. (3.40)

Por tanto (3.37) es equivalente a que C sea 2–creciente.

La continuidad absoluta de C se sigue de la continuidad absoluta de Ψ, y Ψ es absoluta-

mente continua porque es Lipschitziana (ver Apéndice A).

Corolario 3.2. La función C definida por (3.32) es una cópula si y sólo si Ψ satisface

las siguientes tres condiciones:

i. Ψ es absolutamente continua en I.

ii. |Ψ′(v)| ≤ 1 para casi todo v ∈ I.

iii. |Ψ(v)| ≤ mı́n(v, 1− v), ∀v ∈ I.

Demostración. Por el Teorema 3.4, sólo tenemos que probar la equivalencia de estas con-

diciones con respecto a: Ψ(0) = Ψ(1) = 0 y Ψ Lipschitziana con K = 1.

Probamos que se verifican estas condiciones si se dan las del Teorema 3.4. Aplicando el

Teorema A.4, Ψ es a.c. Por tener K = 1, se verifica ii, mientras que iii surge de aplicar

(3.40) con u = 0 y u = 1.

Ahora veamos que se cumplen las condiciones del teorema suponiendo las del corolario.

La primera surge tomando v = 0 y v = 1 en ii, y la condición de Lipschitz se prueba

mediante i, ii y la aplicación del Teorema A.4.

Ejemplo 3.9. La función Ψθ(v) = θv(1− v), con θ ∈ [−1, 1] cumple las tres propiedades

del Corolario 3.2 y define una familia de cópulas con secciones cuadráticas horizontales,

Cθ(u, v) = uv − θuv(1− u)(1− v). (3.41)
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Eduardo Garćıa Portugués
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Esta es la familia de FGM, presentada en el Ejemplo 3.7. Es una familia con secciones

cuadráticas horizontales y verticales. 3

Cópulas con secciones cúbicas

Para que una cópula tenga una sección horizontal cúbica, i.e. cúbica en u, debe tener la

forma

C(u, v) = a(v)u3 + b(v)u2 + c(v)u+ d(v), ∀(u, v) ∈ I2. (3.42)

Por las condiciones de contorno,

d(v) = C(0, v) = 0 y a(v) + b(v) + c(v) = C(1, v) = v, ∀v ∈ I. (3.43)

Denotando α(v) = −(a(v) + b(v)) y β(v) = −2a(v)− b(v), la expresión (3.42) se queda en

C(u, v) = uv + u(1− u) [α(v)(1− u) + β(v)u] , ∀(u, v) ∈ I2. (3.44)

Las condiciones que han de verificar las funciones α y β para que (3.44) sea una cópula

son las que proporciona el Teorema 3.5. El Teorema 3.6 caracteriza, además, las cópulas

de supervivencia, la simetŕıa radial y la simetŕıa conjunta de las cópulas con secciones

cúbicas. Es importante también el Teorema 3.7, que caracteriza la forma de las cópulas

con secciones cúbicas en ambas variables. Las demostraciones de estos teoremas se pueden

ver en [61].

Teorema 3.5. Sean α y β dos funciones de I en R que verifican α(0) = α(1) = β(0) =

β(1) = 0. Si C está definida como (3.44), entonces C es una cópula si y sólo si:

i. α y β son absolutamente continuas.

ii. Para casi todo u, v ∈ I, se verifica alguna de las siguientes condiciones:

a) −1 ≤ α′(v) ≤ 2 y − 2 ≤ β′(v) ≤ 1.

b) [α′(v)]2 − α′(v)β′(v) + [β′(v)]2 − 3α′(v) + 3β′(v) ≤ 0.

Teorema 3.6. Sean α, β y C definidas como en el Teorema 3.5. Entonces:

i. La cópula de supervivencia Ĉ está dada por

Ĉ(u, v) = uv + u(1− u) [β(1− v)(1− u) + α(1− v)u] . (3.45)

ii. C = Ĉ si y sólo si α(v) = β(1− v), ∀v ∈ I.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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iii. C verifica (1.97) si y sólo si α(v) = β(1− v) = −α(1− v) = −β(v), ∀v ∈ I.

Teorema 3.7. Supongamos que C tiene secciones cúbicas en u y v. Entonces

C(u, v) = uv + uv(1− u)(1− v) [A1v(1− u) + A2(1− v)(1− u)

+B1uv +B2u(1− v)] , (3.46)

donde A1, A2, B1 y B2 son constantes reales tales que (A2, A1), (B1, B2), (B1, A1) y

(A2, B2) pertenecen a S = {(x, y) ∈ [−1, 2]× [−2, 1] : x2 − xy + y2 − 3x+ 3y = 0}.

3.2.5. Cópulas con ciertas secciones diagonales

Las secciones diagonales tiene interés porque, en virtud de la Proposición 1.2, si X e Y

tienen una distribución marginal común F , entonces:

máx(X, Y ) ∼ δC(F (t)) = C(F (t), F (t)), (3.47)

máx(X, Y ) ∼ δC̃(F (t)) = C̃(F (t), F (t)) = 2t− δ̃C(F (t)). (3.48)

En lo sucesivo nos será útil el concepto de diagonal, que no debemos de confundir con el

de sección diagonal.

Definición 3.4. Una función δ : I→ I se dice que es una diagonal si verifica:

i) δ(1) = 1. (3.49)

ii) 0 ≤ δ(t2)− δ(t1) ≤ 2(t2 − t1), ∀t1, t2 ∈ I : t1 ≤ t2. (3.50)

iii) δ(t) ≤ t, ∀t ∈ I. (3.51)

Las tres condiciones exigidas son verificadas por toda sección diagonal: (3.49) por C(1, 1) =

1, (3.50) por el Corolario 1.1 y (3.51) al ser C 2–creciente y tomar u1 = t ≤ u2 = 1, v1 =

0 ≤ v2 = t.

El siguiente teorema permite obtener cópulas con una sección diagonal determinada:

Teorema 3.8. Sea δ una diagonal y sea

C(u, v) = mı́n

(
u, v,

δ(u) + δ(v)

2

)
. (3.52)

Entonces C es una cópula cuya sección diagonal es δ. A las cópulas de esta forma se les

llamará cópulas diagonales.

Demostración. Es bastante técnica por el hecho de demostrar que (3.52) es 2–creciente.

Se puede ver en [26].
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Sin embargo, este no es un teorema de caracterización, entre otras cosas debido a que

varias cópulas pueden tener la misma sección diagonal.

Ejemplo 3.10. Algunas cópulas diagonales:

Sea δ(t) = t, la sección diagonal de M . La cópula diagonal construida con ella es

C(u, v) = mı́n
(
u, v, u+v

2

)
= mı́n(u, v) = M(u, v).

Sea δ(t) = máx(0, 2t− 1), la sección diagonal de W . La cópula diagonal construida

con ella es C(u, v) = mı́n
(
u, v, máx(0,2u−1)+máx(0,2v−1)

2

)
.

Sea δ(t) = t2, la sección diagonal de Π. La cópula diagonal construida con ella es

C(u, v) = mı́n
(
u, v, u

2+v2

2

)
6= Π(u, v).

3

La relación entre las cópulas diagonales y las distribuciones de los estad́ısticos ordenados

está recogida en el siguiente teorema.

Teorema 3.9. Sean X e Y variables aleatorias continuas con la misma distribución

marginal y con cópula asociada C. Entonces, la distribución conjunta de máx(X, Y ) y

mı́n(X, Y ) es la cota superior de Fréchet–Hoeffding si y sólo si C es una cópula diagonal.

Demostración. También dejaremos sin demostrar este teorema, por ser bastante técnico.

Su demostración se puede ver en [60].

Hay más formas de construir cópulas con determinadas secciones diagonales, por ejemplo

las llamadas cópulas de Bertino, que son cópulas de la forma

Bδ(u, v) =

 u− ı́nf
u≤t≤v

t− δ(t), u ≤ v

v − ı́nf
v≤t≤u

t− δ(t), v ≤ u
(3.53)

y que tienen por sección diagonal a δ.

3.3. Métodos algebraicos

Los métodos algebraicos, definidos aśı por Nelsen [59], explotan las relaciones entre las

marginales y la distribución conjunta, que aparecen en determinadas familias de distri-

buciones. La mayoŕıa de las veces, la relación surge basándose en la hipótesis de inde-

pendencia, y es modificada con la inclusión de un parámetro de dependencia θ. Aśı se

puede construir la cópula asociada a dicha distribución y que parametriza la dependencia

mediante θ.
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Como son métodos heuŕısticos, el procedimiento es depende de la distribución a tratar.

Se muestran dos ejemplos bastante ilustrativos: la familia de cópulas de Ali–Mikhail–Haq

y la familia de cópulas de Plackett.

Ejemplo 3.11. Supongamos que (X, Y ) sigue la distribución loǵıstica bivariante de Gum-

bel, es decir,

F (x, y) =
(
1 + e−x + e−y

)−1
, ∀x, y ∈ R. (3.54)

Las marginales de esta distribución son F1(x) = (1 + e−x)
−1

y F2(y) = (1 + e−y)
−1

.

Consideramos el odds ratio de supervivencia2 para la distribución conjunta F , que se

puede expresar en función de las marginales de la siguiente forma

1− F (x, y)

F (x, y)
= e−x + e−y

=
1− F1(x)

F1(x)
+

1− F2(y)

F2(y)
. (3.55)

En el caso de independencia entre X e Y , se verifica que F (x, y) = F1(x)F2(y), con lo que

la anterior expresión se convierte en

1− F (x, y)

F (x, y)
=

1− F1(x)F2(y)

F1(x)F2(y)

=
1− F1(x)

F1(x)
+

1− F2(y)

F2(y)
+

1− F1(x)

F1(x)

1− F2(y)

F2(y)
. (3.56)

Observando el parecido entre la ecuación (3.55) (dependencia), y la ecuación (3.56) (inde-

pendencia), Ali, Mikhail y Haq propusieron un ratio bivariante modificado (o generalizado)

con un parámetro de dependencia θ:

1− F (x, y)

F (x, y)
=

1− F1(x)

F1(x)
+

1− F2(y)

F2(y)
+ (1− θ)1− F1(x)

F1(x)

1− F2(y)

F2(y)
. (3.57)

Aśı, cuando θ = 1, (3.57) se reduce a (3.55) y si θ = 0, (3.57) es (3.56). Usando las

transformaciones de probabilidad, podemos definir u = F1(x) y v = F2(y) y aplicando el

Teorema de Sklar, transformar (3.57) en

1− Cθ(u, v)

Cθ(u, v)
=

1− u
u

+
1− v
v

+ (1− θ)1− u
u

1− v
v

. (3.58)

donde Cθ es la cópula de X e Y . Despejando Cθ(u, v) se obtiene la familia de cópulas de

2Este es un concepto bien conocido en análisis de supervivencia, definido para una variable aleatoria

X con distribución F como P{X>x}
P{X≤x} = F (x)

F (x) = 1−F (x)
F (x) .
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80 Caṕıtulo 3. Construcción de cópulas

Ali–Mikhail–Haq:

Cθ(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
. (3.59)

Falta aclarar el conjunto de posibles valores de θ y comprobar que para esos valores Cθ

es una cópula. Las condiciones de contorno i y ii se verifican trivialmente para cualquier

valor de θ. Para que Cθ(u, v) ≥ 0 en I2 se necesita que θ ≤ 1 y para que ∂2C(u,v)
∂u∂v

≥ 0 se ne-

cesita θ ≥ −1. Aśı Cθ(u, v) =
∫ u

0

∫ v
0
∂2Cθ(s,t)
∂s∂t

dtds en I2 y por el Lema 1.6 Cθ es 2–creciente,

siendo una cópula. Por tanto, θ ∈ [−1, 1] y Cθ es una cópula absolutamente continua.

En el caṕıtulo de simulación se ve que estas cópulas son similares a las de Farlie–Gumbel–

Morgenstern y sólo pueden modelar una dependencia débil. 3

Ejemplo 3.12. La familia de distribuciones bivariantes de Plackett es el conjunto de

distribuciones conjuntas bivariantes F , con marginales F1 y F2 que verifican la ecuación

cuadrática

θ =
F (x, y) [1− F1(x)− F2(y) + F (x, y)]

[F1(x)− F (x, y)] [F2(y)− F (x, y)]
, (3.60)

donde θ ∈ (0,∞) es un parámetro de asociación entre las variables X e Y . Esta familia

se construyó extendiendo la medida de asociación del odds ratio (producto cruzado) en

una tabla de contingencia 2× 2.

Consideremos la Tabla 3.1, en la que las variables X e Y sólo pueden tomar los valores

“Grande” y “Pequeño”. La odds ratio de la tabla es θ = ad
bc

, y lo que hace es medir la

dependencia entre X e Y :

θ < 1 indica que las observaciones se concentran en las celdas de la segunda diagonal,

“Grande–Pequeño” y “Pequeño–Grande”. Hay una correlación negativa.

θ = 1 corresponde a independencia.

θ > 1 indica que las observaciones se concentran en las celdas de la diagonal,

“Grande–Grande” y “Pequeño–Pequeño”. Hay una correlación positiva.

X\Y Grande Pequeño
Grande a b
Pequeño c d

Tabla 3.1: Tabla de contingencia 2× 2.

Si para un punto (x, y) ∈ R2
reemplazamos los sucesos de la v.a X “Grande” y “Pequeño”

por X > x y X ≤ x respectivamente y hacemos lo mismo con Y y con los sucesos Y > y

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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e Y ≤ y, podemos interpretar a, b, c y d como las probabilidades F (x, y), F1(x)−F (x, y),

F2(y)−F (x, y) y 1−F1(x)−F2(y)−F (x, y). De esta forma se obtiene una interpretación

de (3.60), que también se puede ver geométricamente en la Figura 3.8: para todo vértice

(x, y), si a, b, c y d son las probabilidades de los cuadrantes, θ = ad
bc

permanece constante.

Debido a las buenas propiedades de esta familia, se usa ampliamente en modelización y

como alternativa a la normal bivariante. En [48, 9] se profundiza sobre la estimación de

estas cópulas.

a

b

c

d

y

x

Y

X

Figura 3.8: Propiedad de una distribución de Plackett.

Para la mayoŕıa de las distribuciones conjuntas, θ seŕıa función del punto (x, y), pero en

esta familia estamos seleccionando las distribuciones conjuntas en las que el ratio (3.60)

permanece constante.

Definiendo u = F1(x) y v = F2(y) y usando el Teorema de Sklar, podemos transformar

(3.60) en

θ =
C(u, v) [1− u− v + C(u, v)]

[u− C(u, v)] [v − C(u, v)]
, (3.61)

donde C denota la cópula de X e Y . Esta es una ecuación cuadrática en C(u, v), cuyas

soluciones son C = Π si θ = 1 y

C(u, v) =
[1 + (θ − 1)(u+ v)]±

√
[1 + (θ − 1)(u+ v)]2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
, (3.62)

para θ 6= 1. Aparecen dos soluciones, siendo válida la que tiene signo negativo, al ser la

que verifique las condiciones de contorno para ser cópula [48]. Denotamos a dicha cópula

por Cθ:

Cθ(u, v) =
[1 + (θ − 1)(u+ v)]−

√
[1 + (θ − 1)(u+ v)]2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
. (3.63)

Además esta cópula es absolutamente continua (por el Lema 1.6).

Tenemos una familia de cópulas absolutamente continuas, indexadas por el parámetro
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θ ∈ (0,∞): para θ = 1, C1 = Π y para θ > 0, θ 6= 1, Cθ está dada por (3.63). No obstante,

podemos extender esta familia para θ = 0 y θ = ∞. Basta tomar ĺımites en (3.61) para

obtener las cotas de Fréchet–Hoeffding y que C0 = W y C∞ = M . Entonces la familia de

cópulas de Plackett se puede considerar con θ ∈ [0,∞] pues aśı es comprehensiva. 3

3.4. Cópulas con propiedades espećıficas

A continuación presentamos algunas propiedades que pueden verificar las cópulas y sus

caracterizaciones correspondientes.

Definición 3.5. Sea C una cópula con derivadas parciales de segundo orden continuas

en (0, 1)2, Se dice que C es armónica en I2 si C satisface la ecuación de Laplace en (0, 1)2:

∇2C(u, v) =
∂2

∂u2
C(u, v) +

∂2

∂v2
C(u, v) = 0, ∀(u, v) ∈ (0, 1). (3.64)

También diremos que C es subarmónica si∇2C(u, v) ≥ 0,∀(u, v) ∈ (0, 1)2 y superarmónica

si ∇2C(u, v) ≤ 0,∀(u, v) ∈ (0, 1)2.

Teorema 3.10. Π es armónica y además es la única cópula armónica.

Demostración. Π es claramente armónica porque sus derivadas segundas son nulas. Su-

pongamos que C es una cópula armónica. Entonces C −Π seŕıa también una armónica y

se anulaŕıa en la frontera de I2 por las condiciones de contorno de las cópulas. Por tanto,

como una función armónica alcanza el máximo en la frontera, C = Π.

Definición 3.6. Una cópula C es homogénea de grado k si para algún número real k se

verifica

C(λu, λv) = λkC(u, v), ∀u, v, λ ∈ I. (3.65)

Teorema 3.11 (Caracterización de las cópulas homogéneas). Supongamos que C es ho-

mogénea de grado k. Entonces:

i. 1 ≤ k ≤ 2.

ii. C pertenece a la familia de Cuadras–Augé con θ = 2− k.

Demostración. Evaluando (3.65) en (1, 1) tenemos que C(λ, λ) = λk, con lo que la sección

diagonal de C es δC(t) = tk. Usando la desigualdad de Fréchet–Hoeffding expresada en

términos de secciones diagonales, tenemos que

δW (t) = máx(0, 2t− 1) ≤ tk ≤ t = δM(t), ∀t ∈ I. (3.66)
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Esta desigualdad sólo se verifica si 1 ≤ t ≤ 2.

Tomando v = 1 en (3.65) se tiene que C(λu, λ) = λkC(u, 1) = λku = (λu)λk−1. Denotando

u′ = λu y v′ = λ, se tiene que C(u′, v′) = u′v′k−1, cuando u′ ≤ v′. Del mismo modo, si

u = 1 se prueba que C(u′, v′) = u′k−1v′, cuando v′ ≤ u′. Por lo tanto C es una cópula de

la familia de Cuadras–Augé con θ = 2− k.

Definición 3.7. La cópula C es cóncava si para todos (a, b), (c, d) de I2 y todos los λ de

I se verifica

C(λa+ (1− λ)c, λb+ (1− λ)d) ≥ λC(a, b) + (1− λ)C(c, d). (3.67)

De forma análoga, C es convexa si se verifica

C(λa+ (1− λ)c, λb+ (1− λ)d) ≤ λC(a, b) + (1− λ)C(c, d). (3.68)

Teorema 3.12 (Caracterización de las cópulas cóncavas y convexas). M es la única

cópula cóncava y W es la única cópula convexa.

Las propiedades de concavidad y convexidad son demasiado fuertes para las cópulas. Por

ello, se propuso la siguiente definición.

Definición 3.8. La cópula C es quasi–cóncava si para todos (a, b), (c, d) de I2 y todos

los λ de I se verifica

C(λa+ (1− λ)c, λb+ (1− λ)d) ≥ mı́n {C(a, b), C(c, d)} . (3.69)

C es quasi–convexa si se verifica

C(λa+ (1− λ)c, λb+ (1− λ)d) ≤ máx {C(a, b), C(c, d)} . (3.70)

Teorema 3.13 (Caracterización de las cópulas quasi–cóncavas y quasi–convexas). Sea

C una cópula y sea Lt la función cuyo grafo es Lt(u) = sup {v ∈ I|C(u, v) = t} , ∀u ∈ I.
Entonces C es quasi–cóncava si y sólo si la función Lt es convexa para todo t ∈ [0, 1).

Por otro lado, la única cópula quasi–convexa es W .

Demostración. La demostración se puede ver en [1].

Otra posible definición es la de cópula Schur–cóncava y Schur–convexa, que permite

que las combinaciones lineales convexas de cópulas Schur–cóncavas sigan siendo Schur–

cóncavas.

Definición 3.9. La cópula C es Schur–cóncava si para todo a, b, λ en I2 se verifica

C(a, b) ≤ C(λa+ (1− λ)b, λb+ (1− λ)d). (3.71)
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C es Schur–convexa si se verifica

C(a, b) ≥ C(λa+ (1− λ)b, λb+ (1− λ)d). (3.72)

Además la propiedad de Schur– no está implicada ni implica la propiedad de quasi–. En

[59] puede verse más acerca de esta cuestión.

3.5. Construcción de cópulas multivariantes

La construcción de cópulas multivariantes es mucho más complicada que la construcción

de 2–cópulas. Ciertos métodos ya vistos tienen sus análogos n–dimensionales, con sus

correspondientes complicaciones en los cálculos:

Método de inversión: Consiste en explotar el Teorema de Sklar n–dimesional, pero con

la desventaja de que, para obtener la cópula, primero hay que conocer la distribución

conjunta.

Método de las sumas convexas y mixturas: Lo que hacemos es extender la idea del

caso bidimensional. Para las sumas convexas no hay nada complicado y para las

mixturas ahora habrá que considerar más parámetros. Si cada parámetro modela la

dependencia entre dos variables y tenemos n variables, necesitaremos
(
n
2

)
paráme-

tros, con lo cual las integrales serán sobre
(
n
2

)
dimensiones. Esto puede acarrear

graves problemas de cálculo si n es “algo grande”.

Sin embargo, el resto de métodos geométricos, aśı como el algebraico, no tienen buenos

análogos n–dimensionales.

Una posible forma de construir n–cópulas mediante 2–cópulas es ir emparejando cópulas

de forma iterativa, es decir, reemplazar uno de los argumentos de la 2–cópula por una

2–cópula de forma sucesiva.

Ejemplo 3.13. Las siguientes funciones son 3–cópulas:

C(u, v, w) = Π(M(u, v), w) = wmı́n(u, v).

C(u, v, w) = M(M(u, v), w) = mı́n(u, v)−mı́n(u, v, 1− w).

Esto es consecuencia del Teorema 3.14. 3

Sin embargo, la utilidad de esta técnica es limitada y suele fallar. Por ejemplo, C(u, v, w) =

W (W (u, v), w) = máx(u+ v +w− 2, 0) = W 3(u, v, w) no es una cópula (ver Proposición

2.2). Para buscar el tipo de cópulas que pueden usarse en el método de emparejar 2–

cópulas, se propone la siguiente definición.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Definición 3.10. Si C1 y C2 son 2–cópulas tales que C2(C1(u, v), w) es una 3–cópula,

diremos que C1 es directamente compatible con C2.

Notemos que C1 directamente compatible con C2 no es lo mismo que C2 directamente

compatible con C1.

Teorema 3.14. Se cumple:

i. Toda 2–cópula C es directamente compatible con Π.

ii. La única 2–cópula directamente compatible con M es M .

iii. La única 2–cópula directamente compatible con W es W .

iv. M es directamente compatible con cualquiera 2–cópula C.

v. W es directamente compatible sólo con Π.

vi. Π es directamente compatible con una 2–cópula C si y sólo si para todo v1, v2, w1, w2

en I tal que v1 ≤ v2 y w1 ≤ w2, la función u 7→ VC ([uv1, uv2]× [w1, w2]) es no

decreciente en I.

Demostración. Se puede encontrar en [64].

Una clase de cópulas para la cual el método de emparejar 2–cópulas suele funcionar el la

clase de las cópulas Arquimedianas, tratadas en el siguiente caṕıtulo.

Una subclase particular de ellas es la generalización de la mezcla de potencias de Marshall–

Olkin, vista en el Ejemplo 3.8. De forma análoga a lo visto alĺı, se puede ver que

F (x1, . . . , xn) = φ
(
φ−1(F1(x1)) + · · ·+ φ−1(Fn(xn))

)
(3.73)

es una distribución multivariante y que

C(u1, . . . , un) = φ
(
φ−1(u1) + · · ·+ φ−1(un)

)
(3.74)

es una n–cópula, siendo φ la transformada de Laplace de alguna variable aleatoria. En el

siguiente caṕıtulo se verá cuán importante es que φ sea una transformada de Laplace en

las n–cópulas Arquimedianas.

El Teorema 3.15 [30] muestra la imposibilidad de usar el Teorema de Sklar bidimensional

con marginales multidimensionales para construir una cópula multidimensional. Cuando

la cópula C considerada en el anterior Teorema es Π o M , se obtienen los resultados

recogidos en el Teorema 3.16 [72].
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86 Caṕıtulo 3. Construcción de cópulas

Teorema 3.15. Sean m y n enteros positivos tales que m + n ≥ 3 y supongamos que C

es una 2–cópula tal que H(~x, ~y) = C(F (~x), G(~y)) es una función de distribución (m+n)–

dimensional con marginales H(~x, ~∞) = F (~x) y H( ~∞, ~y) = G(~y) para todas las distribu-

ciones m–dimensionales F y todas las distribuciones n–dimensionales G.

Entonces C = Π.

Teorema 3.16. Sean m y n enteros ≥ 2. Sea C1 una m–cópula y C2 una n–cópula,

i. Sea la función C : Im+n → I dada por

C (x1, . . . , xm+n) = M (C1 (x1, . . . , xm) , C2 (xm+1, . . . , xm+n)) . (3.75)

Entonces C es una (m+n)–cópula si y sólo si C1 = Mn y C2 = Mn.

ii. Sean C ′, C ′′ y C ′′′ las funciones definidas por

C ′(x1, . . . , xm+1) = Π (C1(x1, . . . , xm), xm+1) , (3.76)

C ′′(x1, . . . , xn+1) = Π (x1, C1(x2, . . . , xn+1)) , (3.77)

C ′′′(x1, . . . , xm+n) = Π (C1(x1, . . . , xm), C1(xm+1, . . . , xm+n)) . (3.78)

Entonces C ′ es siempre una (m + 1)–cópula, C ′′ es siempre una (n + 1)–cópula y

C ′′′ es siempre una (m+ n)–cópula.

Los anteriores teoremas ilustran el problema de la compatibilidad, que surge al ser las(
n
k

)
k–marginales de una cópula n–dimensional C k–cópulas pero no verificarse el rećıpro-

co. Es decir, que dadas
(
n
k

)
k–cópulas arbitrarias, raramente son las k–marginales

de una n–cópula. En el caso en que lo sean, esas
(
n
k

)
k–cópulas se dice que son com-

patibles. El estudio de cópulas compatibles tiene un largo bagaje y aparecen diferentes

clases de problemas según n y según el número de marginales fijas: C3(C12), C(C12, C13),

C4(C123, C124, C134, C234), . . . El estudio de estos problemas a menudo se efectúa desde la

teoŕıa de las Clases de Fréchet, como puede verse en [36], y muchos de ellos están todav́ıa

sin resolver.
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Caṕıtulo 4

Cópulas Arquimedianas

En este caṕıtulo se presenta la clase de las cópulas Arquimedianas, sus propiedades ca-

racteŕısticas y la revisión, en este nuevo contexto, de conceptos ya vistos, como el orden

y las componentes de una cópula. En la última sección, se verá la extensión a las cópulas

Arquimedianas multivariantes.

4.1. Definición

Las cópulas Arquimedianas son una clase especial de cópulas construidas a partir de una

función generatriz ϕ : I → [0,∞], de modo que la transformación por ϕ de la cópula C

se expresa de la forma: ϕ (C(u, v)) = ϕ(u) + ϕ(v). El objetivo de esta sección es buscar

las caracteŕısticas necesarias de la funciones ϕ para que generen cópulas.

Lo primero que se necesita es definir una inversa generalizada de ϕ, de la misma forma

que se defińıan las inversas generalizadas para funciones de distribución en el Caṕıtulo 1.

Definición 4.1. Sea ϕ : I→ [0,∞] una función continua, estrictamente decreciente y tal

que ϕ(1) = 0. Se define la pseudo–inversa de ϕ como la función ϕ[−1] : [0,∞]→ I definida

por

ϕ[−1](t) =

{
ϕ−1(t), 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

0, ϕ(0) ≤ t ≤ ∞
. (4.1)

El rango de ϕ es Ranϕ = [0, ϕ(0)] y por ser estrictamente decreciente, tiene imagen inversa

para todos los elementos de su rango. El problema surge si buscamos la imagen inversa

de un elemento que no pertenece al rango, es decir, a (ϕ(0),∞]. En ese caso asignamos

como imagen inversa el 0.
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Observación 4.1. ϕ[−1] no es más que la extensión de ϕ−1 : [0, ϕ(0)]→ I a [0,∞]. Por ese

motivo, ϕ[−1] es continua y no decreciente1 y además se verifica:

ϕ[−1] (ϕ(u)) = u, ∀u ∈ I, (4.2)

ϕ
(
ϕ[−1](t)

)
=

{
t, 0 ≤ t ≤ ϕ(0)

ϕ(0), ϕ(0) ≤ t ≤ ∞
= mı́n(t, ϕ(0)). (4.3)

Si ϕ(0) =∞, entonces ϕ[−1] = ϕ−1 y es estrictamente decreciente. �

Los próximos lemas están destinados a probar el Teorema 4.1, que nos permitirá asegurar

cuándo C(u, v) = ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(v)) es una cópula.

Lema 4.1. Sea ϕ : I→ [0,∞] una función continua, estrictamente decreciente y tal que

ϕ(1) = 0. Sea la función C : I2 → I definida por

C(u, v) = ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(v)) . (4.4)

Entonces C satisface las condiciones de contorno i y ii de la definición de cópula.

Demostración. Es una sencilla comprobación:

i. C(u, 0) = ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(0)) = 0 porque ϕ(0) ≤ ϕ(u) + ϕ(0). Para v es análogo.

ii. C(u, 1) = ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(1)) = ϕ[−1] (ϕ(u)) = u y análogamente para v.

Lema 4.2. Sean ϕ y C en las hipótesis del Lema 4.1. Entonces C es 2–creciente si y sólo

si se verifica

C(u2, v)− C(u1, v) ≤ u2 − u1, ∀u1, u2, v ∈ I : u1 ≤ u2. (4.5)

Demostración. Otra forma de expresar (4.5) es mediante

VC ([u1, u2]× [v, 1]) = u2 − C(u2, v)− u1 + C(u1, v) ≥ 0.

Entonces si C es 2–creciente, se cumple (4.5). Supongamos ahora que se verifica (4.5) y

veamos que C es 2–creciente. Sean u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 en I y observemos que C(0, v2) =

0 ≤ v1 ≤ v2 ≤ C(1, v2). Como C es continua al serlo ϕ y ϕ[−1], existe un t ∈ I tal que

C(t, v2) = v1, es decir tal que ϕ(v2) + ϕ(t) = ϕ(v1). Por lo tanto:

C(u2, v1)− C(u1, v1) = ϕ[−1] (ϕ(u2) + ϕ(v1))− ϕ[−1] (ϕ(u1) + ϕ(v1))

1ϕ−1 es continua y estrictamente decreciente en Ranϕ = [0, ϕ(0)], pero ϕ[−1] no puede ser estricta-
mente decreciente siempre, pues a partir de ϕ(0) es constante.
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= ϕ[−1] (ϕ(u2) + ϕ(v2) + ϕ(t))− ϕ[−1] (ϕ(u1) + ϕ(v2) + ϕ(t))

= C (C(u2, v2), t)− C (C(u1, v2), t)

(4.5)

≤ C(u2, v2)− C(u1, v2).

Y aśı se prueba que C es 2–creciente.

Teorema 4.1. Sea ϕ : I → [0,∞] una función continua, estrictamente decreciente y tal

que ϕ(1) = 0. Entonces la función C : I2 → I definida por

C(u, v) = ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(v)) (4.6)

es una cópula si y sólo si ϕ es convexa.

Demostración. Por el Lema 4.1 ya sabemos que C verifica las condiciones de contorno y

por el Lema 4.2 C será 2–creciente si se verifica (4.5). Buscaremos una condición equiva-

lente que sea más útil. Por como está definida C, se tiene:

u1 + ϕ[−1] (ϕ(u2) + ϕ(v)) ≤ u2 + ϕ[−1] (ϕ(u1) + ϕ(v)) , ∀u1, u2, v ∈ I : u1 ≤ u2. (4.7)

Si denotamos a = ϕ(u1), b = ϕ(u2) y c = ϕ(v), entonces a ≥ b, c ≥ 0 y (4.5) equivale a:

ϕ[−1] (a) + ϕ[−1] (b+ c) ≤ ϕ[−1] (b) + ϕ[−1] (a+ c) . (4.8)

Supongamos que se verifica (4.8), es decir, que C es 2–creciente y por tanto cópula.

Eligiendo cualquier s, t ∈ [0,∞] tal que 0 ≤ s < t, denotando a = s+t
2
, b = s y c = t−s

2
y

sustituyendo en (4.8), se tiene:

ϕ[−1]

(
s+ t

2

)
≤ ϕ[−1] (s) + ϕ[−1] (t)

2
. (4.9)

Al verificar ϕ[−1] (4.9) se dice que es medio–convexa y al ser continua, se sigue que ϕ[−1]

es convexa (Proposición A.2).

Rećıprocamente, supongamos que ϕ es convexa y veamos que C es una cópula. Al ser

ϕ convexa, también lo es ϕ[−1] (por ser casi la inversa). Tomando a ≥ b, c ≥ 0 y γ =

a− ba− b+ c, entonces a = (1− γ)b+ γ(a+ c) y b+ c = γb+ (1− γ)(a+ c) y al ser ϕ[−1]

convexa:

ϕ[−1](a) ≤ (1− γ)ϕ[−1](b) + γϕ[−1](a+ c), (4.10)

ϕ[−1](b+ c) ≤ γϕ[−1](b) + (1− γ)ϕ[−1](a+ c). (4.11)

Sumando estas dos desigualdades se obtiene (4.8) y, por tanto, C es una cópula.
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Ahora que ya está probado que este tipo de funciones son cópulas podemos dar la definición

correspondiente.

Definición 4.2. Dada una función ϕ : I → [0,∞] continua, estrictamente decreciente,

convexa2 y tal que ϕ(1) = 0, se define la cópula Arquimediana generada por ϕ como

Cϕ(u, v) = ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(v)) . (4.12)

A ϕ se le llamará el generador de la cópula Cϕ. Encaso de que ϕ(0) =∞, diremos que ϕ

es un generador estricto y que Cϕ es una cópula Arquimediana estricta.

Se puede definir el conjunto de todos los generadores Ω:

Ω = {ϕ : I→ [0,∞] : ϕ cont., estr. dec., convexa y ϕ(1) = 0} . (4.13)

De esta forma, las cópulas Arquimedianas se pueden ver como los miembros de la clase

{Cϕ}ϕ∈Ω, una clase muy amplia.

Observación 4.2. Una cópula Arquimediana C no determina uńıvocamente un único ge-

nerador ϕ. De hecho, para c > 0, cϕ también es generador de la cópula Cϕ, pues

(cϕ)[−1](t) =

{
ϕ−1

(
t
c

)
, 0 ≤ t ≤ cϕ(0)

0, cϕ(0) ≤ t ≤ ∞
. (4.14)

De este modo Ccϕ(u, v) = (cϕ)[−1] (c(ϕ(u) + ϕ(v)))) = Cϕ(u, v), para todos los u, v ∈ I.
�

Los siguientes ejemplos muestran algunas familias de cópulas Arquimedianas importantes.

Ejemplo 4.1. Sea ϕ(t) = (− log t)θ, donde θ ≥ 1. Claramente ϕ es continua y ϕ(1) = 0.

Como ϕ′(t) = −θ(− log t)θ−1 1
t
< 0 y ϕ′′(t) ≥ 0, ϕ es una función estrictamente decreciente

y convexa de I en [0,∞]. Además ϕ(0) = ∞, con lo cual ϕ es un generador estricto con

inversa dada por ϕ−1(t) = exp
(

(−t) 1
t

)
. La cópula Arquimediana que genera ϕ es:

Cθ(u, v) = exp
(
−
[
(− log u)θ + (− log u)θ

] 1
θ

)
. (4.15)

Esta es la familia de cópulas de Gumbel, presentada ya en el Ejemplo 1.9. Como casos

especiales tiene a C1 = Π (independencia) y a C∞ = M (dependencia perfecta positiva).

Por eso es una familia que modela bien la dependencia positiva entre dos variables. 3

Ejemplo 4.2. Sea ϕ(t) = t−θ−1
θ

, donde θ ∈ [−1,∞)\ {0}. Si θ > 0, ϕ es un generador

2Al ser ϕ convexa y continua, su derivada ϕ′ existirá en casi todo punto.
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estricto y la cópula que genera es

Cθ(u, v) =
(
u−θ + v−θ − 1

)− 1
θ . (4.16)

En general, ϕ no es un generador estricto y la cópula asociada es:

Cθ(u, v) = máx
([
u−θ + v−θ − 1

]− 1
θ , 0
)
. (4.17)

Esta familia se conoce como la familia de Clayton, y tiene como casos particulares, a

C−1 = W , ĺım
θ→0

Cθ = Π y C∞ = M . Normalmente se suele usar (4.16) porque se desea

trabajar con generadores estrictos. 3

Ejemplo 4.3. Sea ϕ(t) = − log e−θt−1
e−θ−1

, donde θ ∈ R\ {0}. Esta es la familia de Frank :

Cθ(u, v) = −1

θ
log

(
1 +

(e−θu − 1)(e−θv − 1)

e−θ − 1

)
. (4.18)

Las cópulas son estrictas y C−∞ = W , ĺım
θ→0

Cθ = Π y C∞ = M . Además, los miembros

de la familia de Frank son las únicas cópulas Arquimedianas que satisfacen la ecuación

C = Ĉ para la simetŕıa radial [25]. 3

4.2. Propiedades

Las cópulas Arquimedianas, debido a su estructura, tienen importantes propiedades y

caracterizaciones. Su nombre se debe a la propiedad Arquimediana, que se expone al final

de la sección.

Teorema 4.2. Sea C una cópula Arquimediana con generador ϕ. Entonces:

i. C es simétrica.

ii. C es asociativa, es decir: C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)), ∀u, v, w ∈ I.

iii. C(u, u) < u, ∀u ∈ (0, 1).

Demostración. La primera propiedad es obvia. Comprobemos la segunda:

C(C(u, v), w) = ϕ[−1] (ϕ(C(u, v)) + ϕ(w)) = ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w))

= ϕ[−1] (ϕ(u) + ϕ(C(v, w))) = C(u,C(v, w)).

Para la tercera,

C(u, u) = ϕ[−1] (2ϕ(u)) =

{
ϕ−1(2ϕ(u)), 0 ≤ 2ϕ(u) ≤ ϕ(0)

0, ϕ(0) ≤ 2ϕ(u) <∞
.
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Si 2ϕ(u) ≥ ϕ(0), C(u, u) = 0, menor que u ∈ (0, 1). Supongamos que 2ϕ(u) ≥ ϕ(0),

entonces, como ϕ−1 es decreciente y 2ϕ(u) > ϕ(u), ϕ−1 (2ϕ(u)) < ϕ−1 (ϕ(u)) = u.

Las dos últimas propiedades son tan importantes que pueden servir para caracterizar a

las cópulas Arquimedianas, tal y como se verá más adelante.

Los conjuntos de nivel de las cópulas Arquimedianas van a jugar un papel importante

también, pues a través de ellos podremos ver qué cópulas Arquimedianas son absolu-

tamente continuas y cuales tienen componentes singulares. Los conjuntos de nivel son

{(u, v) ∈ I : C(u, v) = t}, es decir, los puntos que verifican ϕ(u)+ϕ(v) = ϕ(t). Esta igual-

dad se puede escribir como

v = Lt(u) = ϕ[−1] (ϕ(t)− ϕ(u)) , (4.19)

y aśı expresamos v como función de u. Si t > 0, ϕ[−1] = ϕ−1, con lo que es adecuado

llamar a estos conjuntos curvas de nivel. Para t = 0, el conjunto no es una curva, aunque

lo englobamos en el término. El siguiente teorema establece la convexidad de las curvas

de nivel.

Teorema 4.3. Los conjuntos (curvas) de nivel de una cópula Arquimediana son convexos.

Demostración. Sea una cópula Arquimediana con generador ϕ. Para t ∈ [0, 1), las curvas

de nivel de C están dadas por v = Lt(u). Si probamos que Lt es medio–convexa, entonces

como es continua, también será convexa. Como ϕ es convexa, tenemos:

ϕ(t)− ϕ
(
u1 + u2

2

)
≥ ϕ(t)− ϕ(u1)− ϕ(u2)

2

=
[ϕ(t)− ϕ(u1)] + [ϕ(t)− ϕ(u2)]

2
. (4.20)

Usando que ϕ−1 es decreciente y convexa y (4.20), se tiene:

Lt

(
u1 + u2

2

)
= ϕ−1

(
ϕ(t)− ϕ

(
u1 + u2

2

))
≤ ϕ−1

(
[ϕ(t)− ϕ(u1)] + [ϕ(t)− ϕ(u2)]

2

)
≤ 1

2

[
ϕ−1(ϕ(t)− ϕ(u1)) + ϕ−1(ϕ(t)− ϕ(u2))

]
=
Lt(u1) + Lt(u2)

2
.

Notemos que hemos tomado ϕ−1 en vez de ϕ[−1] porque ϕ(t)− ϕ
(
u1+u2

2

)
∈ [0, ϕ(0)).
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4.2.1. Componentes de una cópula Arquimediana

Como una cópula Arquimediana está determinada por su generador, el cálculo de la

densidad y la descomposición en componentes depende del generador y de las propiedades

que tenga.

Teorema 4.4. Sea ϕ ∈ Ω. Si existe la derivada segunda ϕ′′ para los puntos (u, v) tales

que ϕ(u)+ϕ(v) < ϕ(0), la densidad de la cópula Arquimediana asociada C en tales puntos

viene dada por

c(u, v) = −ϕ
′(u)ϕ′(v)ϕ′′(C(u, v))

[ϕ′(C(u, v))]3
. (4.21)

Además, si ϕ(0) = ∞, la densidad está definida para todo (u, v) ∈ I y por tanto C es

absolutamente continua. Si ϕ(0) < ∞, entonces la cópula tendrá componente singular,

que está concentrada en la curva de nivel de 0

{(u, v) ∈ I : ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(0)} , (4.22)

con una masa de probabilidad − ϕ(0)
ϕ′(0)

.

Demostración. Derivando ϕ(C(u, v)) = ϕ(u) + ϕ(v) con respecto a u y v se tiene:

ϕ′(C(u, v))
∂C(u, v)

∂u
= ϕ′(u) y ϕ′(C(u, v))

∂C(u, v)

∂v
= ϕ′(v).

Entonces,

∂

∂v

(
∂C(u, v)

∂u

)
=

∂

∂v

(
ϕ′(u)

ϕ′(C(u, v))

)
= −

ϕ′(u)ϕ′′(C(u, v))∂C(u,v)
∂v

[ϕ′(C(u, v))]2

= −ϕ
′(u)ϕ′(v)ϕ′′(C(u, v))

[ϕ′(C(u, v))]3
.

Si ϕ = ∞, c(u, v) = ∂2C(u,v)
∂u∂v

= −ϕ′(u)ϕ′(v)ϕ′′(C(u,v))

[ϕ′(C(u,v))]3
y por tanto C = AC . Si ϕ(0) <

∞, el conjunto donde la componente absolutamente continua no está definida es (4.22).

Denotando a este conjunto por A y al conjunto {(u, v) ∈ I : ϕ(u) + ϕ(v) < ϕ(0)} por B,

tenemos:

P {A} = 1− P {B} = 1−
∫ ∫

ϕ(u)+ϕ(v)<ϕ(0)

c(u, v)dudv

Aplicando el cambio de variable

{
s = C(u, v)

t = u
, se tiene que

∣∣∣∂(u,v)
∂(s,t)

∣∣∣ = ϕ′(t)
ϕ′(ϕ−1(ϕ(s)−ϕ(t)))

y

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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por tanto:

P {A} = 1−
∫ 1

0

∫ t

0

−ϕ
′(t)ϕ′′(s)

ϕ′(s)2
dsdt

= 1 +

∫ 1

0

ϕ′(t)dt

∫ t

0

ϕ′′(s)ds

ϕ′(s)2

= 1−
∫ 1

0

ϕ′(t)dt

[
1

ϕ′(t)
− 1

ϕ′(0)

]
= 1−

(
1 +

ϕ(0)

ϕ′(0)

)
= − ϕ(0)

ϕ′(0)
.

En la descomposición, los conjuntos de nivel son clave:

Conjunto de nivel de 0: Donde está definida SC si ϕ(0) <∞.

Resto de I2: Donde está definida AC siempre. Si ϕ(0) = ∞ este conjunto es I2 y

C es absolutamente continua.

Por eso es interesante tomar generadores estrictos, porque generarán cópulas ab-

solutamente continuas.

El Teorema 4.5 generaliza el teorema anterior, de forma que no hay que exigir que ϕ sea

dos veces diferenciable. Su demostración se puede ver en [1] o en [59].

Teorema 4.5. Sea C una cópula Arquimediana generada por ϕ ∈ Ω.

i. Para t ∈ (0, 1), el C–volumen de la curva de nivel ϕ(u) + ϕ(v) = ϕ(t) viene dado

por ϕ(t)
[

1
ϕ′(t−)

− 1
ϕ′(t+)

]
. En particular, si ϕ′(t) existe, entonces el C–volumen es 0.

ii. Si C no es estricta, entonces el C–volumen de la curva ϕ(u) +ϕ(v) = ϕ(0) es igual

a − ϕ(0)
ϕ′(0+)

y por tanto igual a 0 si ϕ′(0+) = −∞.

4.2.2. Distribución de C(U, V )

El Teorema 4.6 proporciona una serie de resultados muy interesantes. Va a permitir la

simulación de cópulas Arquimedianas de una forma sencilla (Caṕıtulo 5), guarda relación

con la medida de dependencia Tau de Kendall (Caṕıtulo 6) y establece la base teórica

para el método de estimación de cópulas Arquimedianas de Genest y Rivest (Caṕıtulo

7). Además, el segundo resultado ofrece un modo sencillo de calcular el C–volumen de un

conjunto de nivel, otra forma de ver la ecuación (4.21).

Teorema 4.6. Sea (U, V ) un vector aleatorio de una cópula Arquimediana C, con gene-

rador ϕ ∈ Ω. Sean W =
ϕ(U)

ϕ(U) + ϕ(V )
y Z = C(U, V ). Entonces:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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i. W tiene distribución uniforme en (0, 1).

ii. Z tiene por distribución a

KC(z) = z − λ(z) = z − ϕ(z)

ϕ′(z)
. (4.23)

En otras palabras, KC(t) es el C–volumen del todos los conjuntos de nivel por debajo

de t:

KC(t) = VC ({(u, v) ∈ I : C(u, v) ≤ t}) . (4.24)

iii. Z y W son independientes.

Demostración. Lo demostraremos para el caso en que C sea absolutamente continua. El

caso general se puede ver en [32]. Sea c(u, v) la densidad de (U, V ), y G la distribución

de (W,Z), G(w, z) = P {W ≤ w,Z ≤ z}. Veamos que (W,Z) es absolutamente continuo

usando un cambio de variable. La transformación inversa de

g :

{
W = ϕ(U)

ϕ(U)+ϕ(V )

Z = C(U, V ) = ϕ−1 (ϕ(U) + ϕ(V ))
(4.25)

está dada por

h :

{
U = ϕ−1 (Wϕ(Z))

V = ϕ−1 ((1−W )ϕ(Z))
. (4.26)

Por tanto la transformación g es biyectiva y además el jacobiano de la inversa h no se

anula en ningún punto (w, z) ∈ (0, 1)× (0, 1):∣∣∣∣ ∂(u, v)

∂(w, z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ϕ(z)ϕ′(z)

ϕ′ (ϕ−1(wϕ(z)))ϕ′ (ϕ−1((1− w)ϕ(z)))

∣∣∣∣ = − ϕ(z)ϕ′(z)

ϕ′ (u)ϕ′ (v)
> 0. (4.27)

Entonces (W,Z) es un vector aleatorio absolutamente continuo y su densidad está dada

por g(w, z) = c(u, v)
∣∣∣ ∂(u,v)
∂(w,z)

∣∣∣, con lo que podemos calcular la distribución G:

G(w, z) =

∫ w

0

∫ z

0

g(s, t)dtds =

∫ w

0

∫ z

0

c(u, v)

∣∣∣∣∂(u, v)

∂(s, t)

∣∣∣∣ dtds
=

∫ w

0

∫ z

0

−ϕ′(u)ϕ′(v)ϕ′′(C(u, v))

[ϕ′(C(u, v))]3

(
− ϕ(t)ϕ′(t)

ϕ′(u)ϕ′(v)

)
dtds

=

∫ w

0

∫ z

0

ϕ(t)ϕ′′(t)

[ϕ′(t)]2
dtds =

∫ w

0

ds

∫ z

0

ϕ(t)ϕ′′(t)

[ϕ′(t)]2
dt

= w

[
t− ϕ(t)

ϕ′(t)

]z
0

= wKC(z).
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Por lo tanto, W ∼ U(0, 1), Z ∼ KC y W y Z son independientes.

Según lo visto, una cópula Arquimediana con generador ϕ produce la distribución K

de Z = C(U, V ) mediante (4.23). Bajo ciertas condiciones, la distribución K de Z =

C(U, V ), siendo C una cópula cualquiera, produce una cópula Arquimediana a través de

su generador. El resultado siguiente, debido a [30], establece las condiciones suficientes y

necesarias para que eso ocurra.

Proposición 4.1. Sea K(z) = z − λ(z) la distribución de Z = C(U, V ), y K(u−) =

ĺım
t→v−

K(t). Entonces ϕ(u) = exp
{∫ u

u0

1
λ(t)

dt
}

, con 0 < u0 < 1 constante, es un generador

si y sólo si K(u−) > u para todo 0 < u < 1.

4.2.3. Extensión de cópulas Arquimedianas por transformacio-

nes

Como las cópulas Arquimedianas se expresan a través de generadores, es útil poder con-

seguir nuevos generadores a partir de otros ya existentes. Se trata de un problema de

análisis que no está de más recordar.

Teorema 4.7. Sea ϕ ∈ Ω un generador.

i. Si g : I → I es una función continua, cóncava, estrictamente creciente y tal que

g(1) = 1, entonces ϕ ◦ g ∈ Ω.

ii. Si f : [0,∞] → [0,∞] es una función continua, convexa, estrictamente creciente y

tal que f(0) = 0, entonces f ◦ ϕ ∈ Ω.

Demostración. Comprobaremos que ϕ ◦ g ∈ Ω y que f ◦ ϕ ∈ Ω. La continuidad es trivial

por ser f , g y ϕ continuas. Por otro lado, la composición de una función estrictamente

creciente con una estrictamente decreciente, en cualquier orden, es estrictamente decre-

ciente. Además (ϕ ◦ g)(1) = (f ◦ ϕ)(1) = 0, por lo que sólo queda probar la convexidad.

Sean u, v ∈ I y λ ∈ (0, 1).

Para ϕ ◦ g, por ser g cóncava,

g(λu+ (1− λ)v) ≥ λg(u) + (1− λ)g(v)

y al ser ϕ decreciente y convexa,

(ϕ ◦ g)(λu+ (1− λ)v) ≤ ϕ(λg(u) + (1− λ)g(v))

≤ λ(ϕ ◦ g)(u))) + (1− λ)(ϕ ◦ g)(v).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Para f ◦ ϕ, primero aplicamos que ϕ es convexa,

ϕ(λu+ (1− λ)v) ≤ λϕ(u) + (1− λ)ϕ(v)

y luego usamos que f es creciente y convexa,

(f ◦ ϕ)(λu+ (1− λ)v) ≤ f(λϕ(u) + (1− λ)g(v))

≤ λ(f ◦ ϕ)(u) + (1− λ)(f ◦ ϕ)(v).

Observación 4.3. Este teorema generaliza la regla de transformación para las familias α y

β que considera Nelsen [59], donde g(t) = tν , ν ∈ (0, 1] y f(ϕ) = ϕδ, δ ∈ [1,∞). De esta

forma, dado un generador ϕ,

ϕα,β(t) = (ϕ(tα))β , β ≥ 1, 0 < α ≤ 1, (4.28)

es un generador. Además, como el producto de un generador por una constante positiva

es un generador, y la suma de dos generadores también lo es, entonces todo polinomio

de un generador ϕ con coeficientes positivos, por ejemplo Φ(ϕ) =
∑n

i=1 aiϕ
i, es un

generador. �

Algunas transformaciones f y g que resultan interesantes son las siguientes:

i. g(t) = sin(at)
sin(a)

, a ∈
(
0, π

2

)
.

ii. g(t) = log(at+1)
log(a+1)

, a ∈ (0,∞).

iii. g(t) = e−θt−1
e−θ−1

, θ ∈ (−∞,∞)\ {0}.

iv. f(ϕ) = aϕ − 1, a ∈ (1,∞).

v. f(ϕ) = a−ϕ − 1, a ∈ (0, 1).

4.2.4. Orden

A menudo es complicado determinar si dos cópulas C1 y C2 están ordenadas mediante su

definición. Sin embargo, para las cópulas Arquimedianas, la situación cambia y podemos

ordenar dos cópulas de acuerdo a las propiedades de sus generadores. El punto de partida

es el Teorema 4.8 y la noción de función subaditiva.

Definición 4.3. Una función real f definida en [0,∞) es subaditiva si

f(x+ y) ≤ f(x) + f(y), ∀x, y ∈ [0,∞). (4.29)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Teorema 4.8. Sean C1 y C2 dos cópulas Arquimedianas con generadores ϕ1 y ϕ2. En-

tonces C1 ≺ C2 si y sólo si ϕ1 ◦ ϕ[−1] es subaditiva.

Demostración. Sea f = ϕ1◦ϕ[−1]
2 . f es continua, no decreciente y f(0) = 0. Estableceremos

una equivalencia con C1 ≺ C2 para probar de forma más sencilla el teorema. Por definición,

C1 ≺ C2 si y sólo si

ϕ
[−1]
1 (ϕ1(u) + ϕ1(v)) ≤ ϕ

[−1]
2 (ϕ2(u) + ϕ2(v)) , ∀u, v ∈ I. (4.30)

Denotando x = ϕ2(u) y y = ϕ2(v), entonces (4.30) equivale a

ϕ
[−1]
1 (f(x) + f(y)) ≤ ϕ

[−1]
2 (x+ y) , ∀x, y ∈ [0, ϕ2(0)]. (4.31)

Supongamos que C1 ≺ C2, es decir, que se cumple (4.31). Aplicando ϕ1 a ambos lados de

(4.31) resulta que f es subaditiva:

f(x) + f(y) ≥ ϕ1

(
ϕ

[−1]
2 (x+ y)

)
= f(x+ y). (4.32)

Si f es subaditiva, entonces aplicando ϕ
[−1]
1 a ambos lados de (4.29) y usando que ϕ

[−1]
1 ◦f =

ϕ
[−1]
2 , se verifica (4.31), con lo que C1 ≺ C2.

El problema es que verificar la subaditividad de ϕ1 ◦ ϕ[−1]
2 puede ser más complicado que

comprobar por la definición que C1 es más pequeña que C2. Por eso vamos a ver una serie

de corolarios que van a dar distintas condiciones suficientes para C1 ≺ C2.

Lema 4.3. Sea f definida en [0,∞). Si f es cóncava y f(0) = 0, entonces f es subaditiva.

Demostración. Sean x, y ∈ [0,∞). Si x + y = 0, entonces x = y = 0, aśı que f(0) = 0 y

se verifica (4.29). Si x+ y > 0, consideramos:

x =
x

x+ y
(x+ y) +

y

x+ y
(0) y y =

x

x+ y
(0) +

y

x+ y
(x+ y).

Al ser f cóncava y f(0) = 0, se cumplen:

f(x) ≥ x

x+ y
f(x+ y) +

y

x+ y
f(0) =

x

x+ y
f(x+ y),

f(y) ≥ x

x+ y
f(0) +

y

x+ y
f(x+ y) =

x

x+ y
f(x+ y).

Sumando ambas desigualdades se tiene (4.29).

Corolario 4.1. Si ϕ1 ◦ ϕ[−1]
2 es cóncava, entonces Cϕ1 ≺ Cϕ2.

Demostración. Trivial teniendo en cuenta el Teorema 4.8 y Lema 4.3.
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Corolario 4.2. Si ϕ1

ϕ2
es no decreciente en (0, 1), entonces Cϕ1 ≺ Cϕ2.

Demostración. Sea f = ϕ1 ◦ ϕ[−1]
2 y g : t ∈ (0,∞) → g(t) = f(t)

t
∈ (0,∞). Supongamos

que ϕ1

ϕ2
es no decreciente en (0, 1). Como g =

(
ϕ1

ϕ2

)
◦ ϕ[−1]

2 y ϕ
[−1]
2 es no decreciente en

[0,∞], se sigue que g es no creciente en (0,∞). Entonces, para todo x, y ≥ 0,

x [g(x+ y)− g(x)] + y [g(x+ y)− g(y)] ≤ 0, (4.33)

de lo que se deduce que

f(x+ y) = (x+ y)g(x+ y) ≤ xg(x) + yg(y) = f(x) + f(y). (4.34)

Con lo cual f es subaditiva y por tanto Cϕ1 ≺ Cϕ2 .

Corolario 4.3. Si ϕ1 y ϕ2 son continuamente diferenciables en (0, 1) y
ϕ′1
ϕ′2

es no decre-

ciente en (0, 1), entonces Cϕ1 ≺ Cϕ2.

Demostración. Sean g = ϕ1

ϕ2
y f =

ϕ′1
ϕ′2

y supongamos que f es no decreciente. Al ser ϕ1 y

ϕ2 decrecientes en (0, 1), ϕ′1 y ϕ′2 son negativas en (0, 1). Probaremos el resultado viendo

que g es no decreciente en (0, 1) y aplicando el Corolario 4.2. La derivada de g es

g′ =
ϕ2ϕ

′
1 − ϕ1ϕ

′
2

ϕ2
2

=

(
ϕ′1
ϕ′2
− ϕ1

ϕ2

)
ϕ′2
ϕ2

= (f − g)
ϕ′2
ϕ2

. (4.35)

Como
ϕ′2
ϕ2

es negativo, hay que probar que f(t)− g(t) ≤ 0, para t ∈ (0, 1). Procedemos por

reducción al absurdo.

Supongamos que existe un t0 ∈ (0, 1) tal que f(t0) − g(t0) > 0. Al ser f continua,

ĺım
t→1−

f(t) existe (siendo finito o infinito). Como ĺım
t→1−

ϕ1(t) = ĺım
t→1−

ϕ2(t) = 0, hay una

indeterminación, y se puede aplicar la regla de l’Hôpital, con lo que ĺım
t→1−

f(t) = ĺım
t→1−

g(t).

Entonces:

g(t0) < f(t0) ≤ ĺım
t→1−

f(t) = ĺım
t→1−

g(t). (4.36)

Por (4.35), g′(t0) < 0 y existirá un t1 ∈ (t0, 1) tal que g′(t1) = 0 y g(t1) < g(t0) (ver en la

Figura 4.1). Aśı g(t1) < g(t0) < f(t0) ≤ f(t1) y por (4.35), g′(t1) < 0, una contradicción

con g′(t0) = 0.

El Corolario 4.3 es normalmente el más sencillo de usar. Veamos algunos ejemplos de la

aplicación de estos resultados.

Ejemplo 4.4. Sean C1 y C2 cópulas de la familia de Gumbel del Ejemplo 4.1. Si los

generadores son ϕk(t) = (− log t)θk para k = 1, 2, entonces ϕ1 ◦ ϕ[−1]
2 (t) = t

θ1
θ2 y aśı si

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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f

g

t0 t1

g′(t1) = 0

Figura 4.1: Gráfica de f y g en el Corolario 4.3.

θ1 ≤ θ2, ϕ1 ◦ ϕ[−1]
2 es cóncava y, por el Corolario 4.1, C1 ≺ C2. La familia de Gumbel

está positivamente ordenada. 3

Ejemplo 4.5. Sean C1 y C2 cópulas de la familia de Clayton, presentada en el Ejemplo

4.2. Si los generadores son ϕk(t) = t−θk−1
θk

para k = 1, 2, entonces
ϕ′1(t)

ϕ′2(t)
= tθ2−θ1 . Si θ1 ≤ θ2,

ϕ′1
ϕ′2

es no decreciente en (0, 1) con lo que C1 ≺ C2 (Corolario 4.3). La familia de Clayton

está positivamente ordenada. 3

4.2.5. Caracterizaciones

Las cópulas Arquimedianas pueden ser caracterizadas por sus propiedades, existiendo

dos teoremas a tal efecto. El primero se debe a Genest y MacKay [28] y su demostración

requiere de una identidad relacionada con las funciones simétricas de dos variables probada

por Abel en 1826, por lo que se le conoce como el criterio de Abel para cópulas.

Teorema 4.9 (Criterio de Abel para cópulas). Una cópula C es Arquimediana si y sólo

si existe una función f : (0, 1)→ (0,∞) tal que

∂C(u,v)
∂u

∂C(u,v)
∂v

=
f(u)

f(v)
, ∀u, v ∈ (0, 1). (4.37)

En caso de ser Arquimediana, el generador viene dado por

ϕ(t) =

∫ 1

t

f(u)du. (4.38)

El otro resultado se debe a Ling [47], y caracteriza a las cópulas Arquimedianas por su

asociatividad y sus diagonales dominadas (Teorema 4.2).

Teorema 4.10 (Teorema de Ling). Una cópula C es Arquimediana si y sólo si verifica

las siguientes dos condiciones:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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i. Asociatividad: C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)), ∀u, v, w ∈ I.

ii. ∀u ∈ (0, 1), C(u, u) < u.

4.2.6. Propiedad Arquimediana

Recordemos algunas de las versiones de la propiedad Arquimediana3 de los números reales,

recogidas en la siguiente proposición:

Proposición 4.2 (Propiedad Arquimediana). Los siguientes enunciados se verifican y

son equivalentes:

i. Sea un x un número real positivo. Entonces existe un número natural n tal que

n > x.

ii. Si x e y son números reales positivos, entonces existe un natural n tal que nx > y.

iii. Si x e y son números reales positivos, entonces existe un natural n tal que x
n
< y.

Una cópula se comporta como una operación binaria en I, ya que una cópula C asigna a

cada par u, v ∈ I un número C(u, v) ∈ I. Para el caso de las cópulas Arquimedianas esta

operación es conmutativa y asociativa, además de preservar el orden:

C(u1, v1) ≤ C(u2, v2), u1 ≤ u2, v1 ≤ v2. (4.39)

Estas propiedades hacen de (I, C) un grupo Abeliano ordenado. Definiendo adecuadamente

la operación “división por n”, se verifica la Propiedad Arquimediana, de forma análoga a

su versión iii, lo que justifica el término de cópulas Arquimedianas.

Definición 4.4. Para cualquier u ∈ I, se definen las C–potencias de u de forma recursiva:{
u1
C = u

unC = C
(
u, un−1

C

)
, n ≥ 2

. (4.40)

Las C–potencias son sencillas de calcular si la cópula es Arquimediana.

Proposición 4.3. Si C es Arquimediana, unC = ϕ[−1] (nϕ(u)) para n ≥ 1.

Demostración. SE prueba por inducción. Supongamos que la cópula C está generada por

ϕ ∈ Ω, para n = 1 y n = 2 es trivial:

u1
C = u = ϕ[−1] (ϕ(u)) y u1

C = C
(
u, u1

C

)
= C(u, u) = ϕ[−1] (2ϕ(u)) = u.

3También conocida como axioma Arquimediano, aunque en realidad no sea un axioma, sino una
consecuencia del axioma del supremo.
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Supongamos que se cumple para n y veamos que es cierto para n+ 1:

un+1
C = C (u, unC) = ϕ[−1] (ϕ(u) + nϕ(u)) = ϕ[−1] ((n+ 1)ϕ(u)) . (4.41)

Luego unC = ϕ[−1] (nϕ(u)) para n ≥ 1.

Teorema 4.11 (Propiedad Arquimediana para cópulas). Sea C una cópula Arquimedia-

na. Para todo u, v ∈ (0, 1) existe un entero positivo n tal que unC < v.

Demostración. Supongamos que la cópula C está generada por ϕ ∈ Ω. Sean u, v ∈ (0, 1),

como ϕ(u) y ϕ(v), el axioma Arquimediano implica que hay un entero n tal que nϕ(u) >

ϕ(v). Entonces, como ϕ[−1] es estrictamente decreciente en (0, ϕ(0)) y al ser v > 0, ϕ(v) <

ϕ(0), se tiene:

v = ϕ[−1] (ϕ(v)) > ϕ[−1] (nϕ(u)) = unC . (4.42)

4.3. Cópulas Arquimedianas multivariantes

Parece natural que la extensión de una 2–cópula Arquimediana a una n–cópula Arquime-

diana sea la función

Cn(u1, . . . , un) = ϕ[−1] (ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un)) (4.43)

Estas funciones Cn se pueden construir de forma iterativa, haciendo uso de la propiedad

asociativa de las cópulas Arquimedianas. Dada una 2–cópula Arquimediana C, podemos

definir {
C2(u1, u2) = C(u1, u2)

Cn (u1, . . . , un) = C (Cn−1 (u1, . . . , un−1) , un) , n > 2
. (4.44)

Recordemos que este método se hab́ıa visto ya en la Sección 3.5 cuando se constrúıan

cópulas multivariantes. Alĺı se véıa que fallaba de forma general y por eso era necesario

introducir la condición de que las cópulas fuesen directamente compatibles. El objetivo

ahora es buscar las condiciones para la función ϕ que aseguren que (4.43) es una n–cópula,

del mismo modo que con las 2–cópulas exiǵıamos que ϕ fuese, entre otras cosas, convexa.

Para ello necesitaremos las siguientes definiciones.

Definición 4.5. Una función real f se dice d–monótona en un intervalo I ⊂ R, con d ≥ 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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si es continua y derivable en él hasta el orden d− 2 y las derivadas satisfacen:

(−1)kf (k)(x) ≥ 0, ∀x ∈ I, k = 0, 1, . . . , d− 2. (4.45)

siendo además (−1)d−2f (d−2) no creciente y convexa en I. Es decir, si f se pudiese derivar

dos veces más, cumpliŕıa (−1)d−1f (d−1) ≥ 0 y (−1)df (d) ≥ 0. Si d = 1, f se dice 1–

monótona en I si es no negativa y no creciente en I.

Si f tiene derivadas de todos los órdenes en I y si éstas satisfacen:

(−1)kf (k)(x) ≥ 0, ∀x ∈ I, k = 0, 1, . . . (4.46)

entonces f se dice completamente monótona.

Proposición 4.4. Si una función f es d–monótona con d ≥ 2, entonces f es k–monótona

para todo 1 ≤ k ≤ d. Además, si f es completamente monótona, entonces es d–monótona

para cualquier d.

Demostración. Separemos los posibles casos:

Si k = d o k = 1, el resultado es trivial.

Si 1 < k = d − 1, (−1)k−2f (k−2) es derivable una vez más, cumpliéndose que

(−1)k−1f (k−1) ≥ 0, es decir, que (−1)k−2f (k−2) es no creciente. Además, como

k − 1 = d − 2, (−1)k−1f (k−1) es no creciente, se tiene que (−1)k−2f (k−1) es no

decreciente y por tanto (−1)k−2f (k−2) es convexa.

Si 1 < k ≤ d − 2, (−1)k−1f (k−1) ≥ 0 y (−1)kf (k) ≥ 0, de donde se deduce que

(−1)k−2f (k−2) es no decreciente y convexa.

El siguiente teorema, debido a Kimberling [41], proporciona las condiciones necesarias y

suficientes para que un generador estricto ϕ genere cópulas Arquimedianas para todos

los n ≥ 2.

Teorema 4.12. Sea ϕ : I→ [0,∞] una función continua, estrictamente decreciente y tal

que ϕ(0) =∞ y ϕ(1) = 0. Entonces, la función C : In → I definida por

C(u1, . . . , un) = ϕ−1 (ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un)) (4.47)

es una cópula n–dimensional para todo n ≥ 2 si y sólo si ϕ−1 es completamente

monótona en [0,∞).
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104 Caṕıtulo 4. Cópulas Arquimedianas

Observación 4.4. El uso de generadores estrictos está justificado: cuando una función g

es completamente monótona en [0,∞) y g(c) = 0, entonces g debe ser idénticamente

nula en [0,∞) (por ser las funciones completamente monótonas anaĺıticas [81] y aplicar el

desarrollo de Taylor). Por tanto, si la pseudo–inversa ϕ[−1] de un generador Arquimediano

ϕ es completamente monótona, será positiva en [0,∞), con lo cual ϕ es estricto y ϕ[−1] =

ϕ−1. Entonces exigir generadores estrictos no es una gran restricción, pues surge de forma

natural. �

En base a este teorema podemos dar una posible definición de n–cópula Arquimediana.

Definición 4.6. Sea una función ϕ : I→ [0,∞], continua, estrictamente decreciente, con

ϕ(0) =∞, ϕ(1) = 0 y con ϕ−1 completamente monótona. A la n–cópula definida por

C(u1, . . . , un) = ϕ−1 (ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un)) (4.48)

se le denomina n–cópula Arquimediana con generador ϕ.

Corolario 4.4. Si la inversa ϕ−1 de un generador estricto ϕ de una cópula Arquimediana

C es completamente monótona, entonces Π ≺ C.

Demostración. Usamos el Corolario 4.1 para probar que Π ≺ C. El generador de la cópula

producto es − log(·), con que tenemos que probar que − log (ϕ−1) es cóncava. Denotemos

g = ϕ−1. Como g es infinitamente derivable, que − log g sea cóncava equivale a que

[− log g]′′ = g′′g − (g′)2 ≥ 0. Esta es una desigualdad que se cumple para las funciones

completamente monótonas [81]. Por lo tanto, Π ≺ C.

El Teorema 4.12 admite una suavización de las condiciones: exigir que ϕ−1 sea n–monótona

en [0,∞) en vez de completamente monótona. De ese modo, podremos generar d–cópulas

para d ≤ n. Pero con esta suavización se pierde la caracterización y sólo se tiene una

condición suficiente.

Teorema 4.13. Sea ϕ : I→ [0,∞] una función continua, estrictamente decreciente y tal

que ϕ(1) = 0. Entonces, la función C : Id → I definida por

C(u1, . . . , un) = ϕ[−1] (ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(ud)) (4.49)

es una cópula d–dimensional para todo d ≤ n si ϕ[−1] es n–monótona en [0,∞).

Observación 4.5. Este teorema generaliza las condiciones dadas por el Teorema 4.1 para n–

cópulas. Cuando ϕ[−1] es 2–monótona, esto equivale a que ϕ[−1] sea convexa y no creciente,

y esto implica que ϕ es convexa. Por lo tanto, se puede decir que el Teorema 4.12 es una

extensión parcial (porque la condición es sólo suficiente de forma general) del Teorema

4.1. �
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Cabe destacar que las condiciones requeridas a ϕ se pueden relajar si consideramos quasi–

cópulas, pues en ese caso sólo hay que exigir que ϕ sea convexa para obtener n–quasi–

cópulas [62].

En la práctica, comprobar si una determinada función es completamente monótona puede

ser complicado. Por eso resulta útil contar con los resultados de la Proposición 4.5. La

Proposición 4.5 y el Teorema de Bernstein están extráıdos de [81].

Definición 4.7. Una función real f se dice absolutamente monótona en un intervalo

I ⊂ R, si es continua y derivable en él para cualquier orden, satisfaciendo sus derivadas:

f (k)(x) ≥ 0, ∀x ∈ I, k = 0, 1, . . . (4.50)

Proposición 4.5. Se cumplen:

i. Si f es completamente monótona y g es absolutamente monótona, entonces la com-

posición f ◦ g es completamente monótona.

ii. Si f y g son completamente monótonas, su suma y producto también lo son.

iii. Si f es completamente monótona y g es una función positiva con la derivada com-

pletamente monótona, entonces f ◦ g es completamente monótona, en particular,

e−g es completamente monótona.

Por último, se prueba que los generadores cuya inversa es completamente monótona son

en realidad las inversas de las transformadas de Laplace.

Teorema 4.14 (Teorema de Bernstein). Una función ψ definida en [0,∞) es la trans-

formada de Laplace de una función de distribución Λ si y sólo si ψ es completamente

monótona y ψ(0) = 1.

Corolario 4.5. Los generadores estrictos que generan n–cópulas para cualquier n ≥ 2

son las funciones inversas de las transformadas de Laplace.

Además, sólo hay que exigir que ϕ = ψ−1, siendo ψ una transformada de Laplace. Aśı,

como ψ es continua, estrictamente decreciente, cóncava y tal que ψ(0) = 1 y ψ(∞) = 0,

ϕ verificará que es continua, estrictamente decreciente y tal que ϕ(1) = 0 y ϕ(∞) = 0.

Veamos algunos ejemplos de la aplicación de estos resultados. Podemos observar que las

funciones ϕ−1 que aparecerán son transformadas de Laplace, algunas complicadas.
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Ejemplo 4.6. Sea ϕθ(t) = t−θ−1
θ

para θ > 0, el generador que corresponde a la familia

de Clayton estricta. ϕ−1
θ (t) = (1 + θt)−

1
θ es completamente monótona en [0,∞) pues para

todo t ∈ [0,∞),

(−1)k
dk

dtk
ϕ−1(t) = (−1)2k

k∏
j=0

(1 + θj) · (1 + θt)−
1+kθ
θ ≥ 0, k = 0, 1, . . . (4.51)

Otra forma de comprobar esto es considerar el generador ϕθ(t) = t−θ − 1, que difiere del

anterior en la constante θ, pero que genera la misma cópula, en virtud de la Observación

4.1. De esta forma,

ϕ−1
θ (t) = (1 + t)−

1
θ = L

{
e−t

t
1
θ
−1

Γ
(

1
θ

)} (4.52)

y por el Corolario 4.5 podemos asegurar que ϕ−1
θ es completamente monótona.

Entonces podemos generalizar la familia de Clayton de 2–cópulas a la familia de n–cópulas,

para θ > 0 y n ≥ 2, dada por

Cθ(u1, . . . , un) :=
(
u−θ1 + · · ·+ u−θn − n+ 1

)− 1
θ . (4.53)

3

Ejemplo 4.7. Sea ϕθ(t) = − log e−θt−1
e−θ−1

, el generador de la familia de Frank. Aunque los

generadores de esta familia son estrictos, como consecuencia del Corolario 4.4, debemos

restringir los valores de θ a (0,∞), porque son los valores en los que Π ≺ Cθ. La inversa

del generador es

ϕ−1
θ (t) = −1

θ
log
[
1−

(
1− e−θ

)
e−t
]
. (4.54)

Usamos la propiedad ii de la Proposición 4.5 para probar que es completamente monótona.

Si probamos que f(x) = − log(1−x)
θ

es absolutamente monótona en (0, 1) y que g(t) =(
1− e−θ

)
e−t es completamente monótona en [0,∞), ϕ−1

θ = f ◦ g será completamente

monótona en [0,∞). f y g cumplen lo requerido:

dk

dxk
f(x) =

{
− log(1−x)

θ
, k = 0

(k−1)!
θ

(1− x)−k , k > 0
≥ 0, (4.55)

(−1)k
dk

dtk
g(t) = (−1)2k

(
1− e−θ

)
e−t ≥ 0. (4.56)

Entonces para θ > 0 podemos generalizar la familia de Frank de 2–cópulas a la familia de
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n–cópulas para todo n ≥ 2 mediante

Cθ(u1, . . . , un) := −1

θ
log

(
1 +

(
e−θu1 − 1

)
· · ·
(
e−θun − 1

)
(e−θ − 1)n−1

)
. (4.57)

3

Ejemplo 4.8. Sea ϕθ = (− log t)θ, θ ≥ 1, el generador de la familia de Gumbel. Entonces

ϕ−1
θ (t) = exp

(
−t 1θ

)
es completamente monótona, en virtud de la propiedad iii de la

Proposición 4.5: e−x es completamente monótona trivialmente y t
1
θ es una función positiva

con una derivada completamente monótona. En efecto si g denota la derivada,

(−1)k
dk

dtk
g(t) = (−1)k

∏k
j=0(1− θj)
θk+1

t
1−kθ
θ ≥ 0. (4.58)

Aśı que se puede generalizar la familia de Gumbel para 2–cópulas a una familia de n–

cópulas, para cualquier n ≥ 2 y θ ≥ 1 mediante

Cθ(u1, . . . , un) := exp
(
−
[
(− log u1)θ + · · ·+ (− log un)θ

] 1
θ

)
. (4.59)

3

Por lo que hemos visto, es relativamente sencillo generar n–cópulas Arquimedianas, pues

lo que hay que hacer es seguir los métodos establecidos en los Teoremas 4.12, 4.13 y en el

Corolario 4.5. Sin embargo, estas cópulas tienen sus limitaciones.

En primer lugar, las k–marginales de estas cópulas son idénticas, lo que las descarta para

modelar situaciones de dependencia no simétricas. Por ejemplo, si tenemos tres variables

X, Y y Z, con X e Y comonótonas e Y y Z contramonótonas, entonces las 2–marginales

M y W no son iguales, con lo que no se puede describir satisfactoriamente el comporta-

miento de X, Y y Z mediante una 3–cópula Arquimediana. Por otro lado, la dependencia

se va a medir únicamente a través de un parámetro, con lo cual los tipos de dependencia

que capturen estas cópulas van a ser muy limitados.

Estos motivos hacen que las cópulas Arquimedianas tengan mayor interés práctico en

el caso bidimensional, porque la dependencia puede ser capturada mediante un único

parámetro. Para el caso multidimensional, aunque son fáciles de construir en comparación

con el resto de cópulas multivariantes, presentan serias limitaciones debido a su rigidez.

Para solventar estos problemas, se han desarrollado las cópulas Arquimedianas anidadas ,

que combinan 2–cópulas para conseguir distintas dependencias entre cada marginal y que

están parametrizadas por más parámetros. Esta nueva dirección es muy interesante y ya

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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se dispone de métodos (2008) para la simulación de cópulas Arquimedianas de dimensión

arbitraria [51, 35].
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Caṕıtulo 5

Simulación de cópulas

En este caṕıtulo se presentan una serie de métodos para simular cópulas, centrándonos

sobre todo en el caso bivariante. El interés de simular cópulas es doble: por un lado,

sirve para ver gráficamente las propiedades de dependencia que posee una cópula, y, por

otro, es una forma alternativa de generar variables aleatorias multidimensionales. Esto

nos permite, en teoŕıa, simular cualquier distribución multidimensional a partir de la

simulación de una cópula. Para simular (x1, . . . , xn) de una distribución multivariante F

con marginales Fi, i = 1, . . . , n y cópula C, generamos (u1, . . . , un) según C e invertimos

cada ui usando las distribuciones marginales, xi = F−1
i (ui), i = 1, . . . , n. El procedimiento

se simplifica mucho cuando lo que queremos es simular la distribución F asociada a una

cópula C que es Arquimediana.

A lo largo del caṕıtulo se incluyen ejemplos de simulación de cópulas, cuyos códigos se

recogen en el Apéndice B.

5.1. Método condicional

Como simular una cópula C es simular un vector aleatorio formado por uniformes, se

pueden aplicar las técnicas clásicas de simulación multivariante [37, 14]: el método con-

dicional, el método de la transformación y el método de aceptación–rechazo. De ellos,

sólo el primero se puede aplicar de forma general, ya que no depende de la distribución

a considerar. Por eso será el que utilicemos para simular cópulas (en la Sección 5.4 vere-

mos algunos ejemplos de aplicación del método de la transformación). Para este método,

necesitamos las distribuciones condicionales de C. En el caso bidimensional, para (U, V )

la distribución condicional de V dado U = u es

Cu(v) = P {V ≤ v |U = u} = ĺım
∆u→0

P {V ≤ v |u ≤ U < u+ ∆u}
P {u ≤ U < u+ ∆u}

= ĺım
∆u→0

C(u+ ∆u, v)− C(u, v)

∆u
=
∂C(u, v)

∂u
. (5.1)
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Observemos que, debido al Corolario 1.4, la función v 7→ ∂C(u,v)
∂u

, que se denotará por

Cu(v), existe y es no decreciente en casi todo I. El siguiente algoritmo permite simular

2–cópulas con el método condicional y el de inversión:

Algoritmo 5.1. Sea C una 2–cópula.

i. Se generan U, T ∼ U(0, 1).

ii. V = C
(−1)
u (T ), con C

(−1)
u (v) =

(
∂C(u,v)
∂u

)(−1)

la quasi–inversa de Cu.

iii. Entonces (U, V ) ∼ C.

Ejemplo 5.1. Vamos a generar 500 puntos de la cópula C(u, v) = uv
u+v−uv del Ejemplo

1.8. Esta cópula es de la familia de Ali–Mikhail–Haq, con θ = 1, y nos permite simular la

distribución H de ese mismo ejemplo. Para ello, hay que calcular Cu y C
(−1)
u :

Cu(v) =

(
v

u+ v − uv

)2

, C(−1)
u (t) =

u
√
t

1− (1− u)
√
t
. (5.2)

Las quasi–inversas de las marginales de H eran F (−1)(u) = 2u−1 y G(−1)(v) = − log(1−v).

Entonces para generar observaciones de C y H procedemos:

i. Obtener dos observaciones uniformes u y t.

ii. Calcular v = u
√
t

1−(1−u)
√
t
.

iii. (u, v) es una muestra de C y (2u− 1,− log(1− v)) de H.

En la Figura 5.1 se pueden ver los 500 puntos generados para C y H. Podemos usar

la propiedad de C en la que los puntos cercanos a cero están positivamente correlados

para construir otras distribuciones con esa propiedad. Por ejemplo, tomando F y G como

normales, la nube de puntos tendŕıa la forma de una elipse “atráıda” por el (0, 0). 3

Ejemplo 5.2. En este ejemplo simulamos una cópula con componente singular. Sea

Cθ(u, v) = máx (θuv + (1− θ)(u+ v − 1), 0), con θ ∈ (0, 1). Su distribución condicionada

a u es

Cu(v) =

{
θv − θ + 1, θuv + (1− θ)(u+ v − 1) > 0

0, θuv + (1− θ)(u+ v − 1) ≤ 0
. (5.3)

La única novedad que aparece con la componente singular es que hay que considerar la

quasi–inversa, en vez de la inversa. Usando que θuv + (1 − θ)(u + v − 1) > 0 equivale a

v > (1− θ) 1−u
1−θ+θu , tenemos

C(−1)
u (t) =

{
t+θ−1
θ

, t > Cu
(
(1− θ) 1−u

1−θ+θu

)
= 1−θ

1−θ+θu

(1− θ) 1−u
1−θ+θu , t ≤ 1−θ

1−θ+θu

. (5.4)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 5.1: Simulaciones para C(u, v) = uv
u+v−uv y H.

Para simular C aplicamos el Algoritmo 5.1. En la Figura 5.2 se pueden ver dos simulaciones

en las que se aprecia perfectamente la componente singular, definida por la curva θuv +

(1− θ)(u+ v − 1) = 0. 3
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Figura 5.2: 500 puntos de la cópula Cθ(u, v) = máx (θuv + (1− θ)(u+ v − 1), 0) con
θ = 0.2 y θ = 0.9.

Para el caso multivariante, se introduce la siguiente notación para denotar las k–marginales

de C:

Ci(u1, . . . , ui) = C(u1, . . . , ui, 1, . . . , 1), i = 2, 3 . . . , n− 1 (5.5)

Para (U1, . . . , Un), la distribución condicional de Uk dados U1 = u1, . . . , Uk−1 = uk−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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112 Caṕıtulo 5. Simulación de cópulas

está dada por

Ck(uk |u1, . . . , uk−1) = P {Uk ≤ uk |U1 = u1, . . . , Uk−1 = uk−1}

=

∂k−1Ck(u1,...,uk)
∂u1···∂uk−1

∂k−1Ck−1(u1,...,uk)

∂u1···∂uk−1

, (5.6)

bajo la condición de que el numerador y denominador de (5.6) existan y que el deno-

minador no se anule, lo cual es cierto si C es absolutamente continua, el caso más

habitual. En el caso en que podamos calcular estas distribuciones condicionales, tenemos

el siguiente algoritmo, extensión multidimensional del anterior.

Algoritmo 5.2. Sea C una n–cópula.

i. Simular u1 ∼ U(0, 1).

ii. Simular vk ∼ U(0, 1) y calcular uk ∼ C
(−1)
k (vk |u1, . . . , uk−1) para k = 2, . . . , n.

iii. (u1, . . . , un) es una observación de C.

El método condicional es efectivo cuando se pueden calcular anaĺıticamente las inversas de

las distribuciones Ck. En otro caso, hay que usar un procedimiento numérico para invertir

Ck, lo que puede ser computacionalmente muy costoso. En cualquier caso, necesitamos

disponer de las expresiones de Ck, lo que también puede presentar problemas e impedir

la implementación del método.

Estos problemas se simplifican si trabajamos con cópulas Arquimedianas, porque para

ellas se verifica el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Sea C una n–cópula Arquimediana con generador ϕ, definida según la

Definición 4.6. Entonces, para k = 2, . . . , n

Ck(uk |u1, . . . , uk−1) =
ϕ−1(k−1) (ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(uk))

ϕ−1(k−1) (ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(uk−1))
. (5.7)

Demostración. Como por definición ϕ(1) = 0, entonces, para k = 2, . . . , n− 1,

Ck(u1, . . . , uk) = C(u1, . . . , uk, 1, . . . , 1) = ϕ−1(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(uk)). (5.8)

Como ϕ−1 es completamente monótona, existen sus derivadas de cualquier orden y por

tanto podemos calcular el numerador y denominador de (5.6) sin problemas. Aśı,

∂k−1Ck(u1, . . . , uk)

∂u1 · · · ∂uk
=
∂k−1ϕ−1(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(uk))

∂u1 · · · ∂uk−1

= ϕ−1(k−1)(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(uk))
k−1∏
j=1

ϕ(1) (uj) (5.9)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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5.1. Método condicional 113

y

∂k−1Ck−1(u1, . . . , uk−1)

∂u1 · · · ∂uk−1

=
∂k−1ϕ−1(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(uk−1))

∂u1 · · · ∂uk−1

= ϕ−1(k−1)(ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(uk−1))
k−1∏
j=1

ϕ(1) (uj) . (5.10)

Del cociente entre (5.9) y (5.10) se obtiene (5.7).

A continuación se ven dos ejemplos de la aplicación del teorema anterior, para generar

las cópulas de las familias de Clayton y Frank.

Ejemplo 5.3. En el Ejemplo 4.6 vimos en profundidad a la familia Clayton, en especial

su parte estricta. Esta familia se puede simular de una forma sencilla. Recordemos que

una n–cópula de la familia de Clayton estaba dada por

Cθ(u1, . . . , un) =

[
n∑
i=1

u−θi − n+ 1

]− 1
θ

, (5.11)

con θ > 0. Ahora consideramos el generador ϕθ(t) = t−θ − 1, que resulta más sencillo. Su

inversa es ϕ−1
θ (t) = (1 + t)−

1
θ y su derivada k–ésima,

ϕ
−1(k)
θ = (−1)k

k∏
j=0

1 + θj

θ
(1 + t)−

1θ
θ
−k, k ≥ 1. (5.12)

Entonces, sustituyendo en (5.7), para k ≥ 2

Ck(uk |u1, . . . , uk−1) =
ϕ
−1(k−1)
θ (ϕθ(u1) + · · ·+ ϕθ(uk))

ϕ
−1(k−1)
θ (ϕθ(u1) + · · ·+ ϕθ(uk−1))

=

(∑k
i=1 u

−θ
i − k + 1∑k−1

i=1 u
−θ
i − k + 2

)− 1
θ
−k−1

. (5.13)

Si vk = Ck(uk |u1, . . . , uk−1), podemos despejar uk, resultando:

uk =

[(
k−1∑
i=1

u−θi − k + 2

)(
v

θ
θ(1−k)−1

k − 1

)
+ 1

]− 1
θ

, k ≥ 2. (5.14)

Con esto ya podemos simular una cópula de Clayton de cualquier dimensión n siguiendo

el Algoritmo 5.2 y la relación (5.14). Por ejemplo, para n = 3 se procede:

Generar v1 ∼ U(0, 1), u1 = v1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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114 Caṕıtulo 5. Simulación de cópulas

Generar v2 ∼ U(0, 1), u2 =

(
u−θ1

(
v
− θ
θ−1

2 − 1

)
+ 1

)− 1
θ

.

Generar v3 ∼ U(0, 1), u3 =

(
u−θ1 + u−θ2 − 1

(
v
− θ
−2θ+1

3 − 1

)
+ 1

)− 1
θ

.

La Figura 5.3 muestra 500 puntos simulados con el algoritmo para n = 2 y n = 3. También

podemos usar marginales normalesN (0, 1) para simular las distribuciones Cθ (Φ−1(u1),Φ−1(u2))

y Cθ (Φ−1(u1),Φ−1(u2) , Φ−1(u3)). La normalidad acentúa la dependencia al concentrarse

la probabilidad cerca de la media. 3

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

u1

u 2

C5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

u1

u 2u 3

●

●

●

●

●

●

●

●
● ●

●

●

●

●

●

●●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

● ●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●
●

●
●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

● ●

●

● ●

●

●
●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●
●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●
●

●
●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ● ●

●

●

●

●

●

●●

● ●

●

●
●

●

●●

●

●

●●

●

●

●
●

●●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●●
●

●

●

●●
●

●

●

●
● ●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●●

●

●●●
●

●
●●●

●●
●●

●●
●

●●

●

●

●●

●

●
● ●●

●
●

●

●

●
● ●
●●
●●

●●
●●

●
●●●●

●●●●●●●●●●●●●●

C5

Figura 5.3: Simulaciones para la cópula de Clayton con θ = 5 en n = 2 y n = 3.
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Figura 5.4: Simulación para las cópulas de Clayton con θ = 5 y marginales normales para
n = 2 y n = 3.
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Ejemplo 5.4. La familia de Frank, vista en el Ejemplo 4.7, estaba dada por las cópulas

Fθ(u1, . . . , un) = −1

θ
log

(
1 +

∏n
i=1(e−θu1 − 1)

(e−θ − 1)n−1

)
. (5.15)

Esta familia no es tan sencilla de simular como la de Clayton, debido a que las derivadas

de ϕ−1
θ (t) = −1

θ
log
[
1−

(
1− e−θ

)
e−t
]

se complican sucesivamente. Por eso sólo la simu-

laremos para n = 2 y n = 3. Si denotamos w = et(e−θ−1)
1+et(e−θ−1)

, las dos primeras derivadas de

ϕ−1
θ son

ϕ
−1(1)
θ (t) = −1

θ
w y ϕ

−1(2)
θ (t) = −1

θ
w(w − 1). (5.16)

El procedimiento para simular observaciones de esta cópula hasta n = 3 es el siguiente:

Simular v1 ∼ U(0, 1) y tomar u1 = v1.

Simular v2 ∼ U(0, 1). Para calcular u2, hay que despejar en

v2 = F2(u2 |u1) =
ϕ
−1(1)
θ (ϕθ(u1) + ϕθ(u2))

ϕ
−1(1)
θ (ϕθ(u1))

= e−θu1
e−θu2 − 1

(e−θ − 1) + (e−θu1 − 1)(e−θu2 − 1)
. (5.17)

Y resulta

u2 = −1

θ
log

(
1 +

v2(1− e−θ)
v2(e−θu1 − 1)− eθu1

)
. (5.18)

Simular v3 ∼ U(0, 1). Para calcular u3, hay que despejar en

v3 = F2(u3 |u1, u2) =
ϕ
−1(2)
θ (ϕθ(u1) + ϕθ(u2) + ϕθ(u3))

ϕ
−1(2)
θ (ϕθ(u1) + ϕθ(u2))

=
(e−θ − 1)

[
(e−θu1 − 1) + (e−θu2 − 1)

]2
(e−θu3 − 1)

[(e−θ − 1)2 + (e−θu1 − 1)(e−θu2 − 1)(e−θu3 − 1)]2
. (5.19)

Despejar u3 ahora es más complicado. Denotaremos x = e−θu3 − 1, a = (e−θ −
1)
[
(e−θu1 − 1) + (e−θu2 − 1)

]2
, b = (e−θ − 1)2 y c = (e−θu1 − 1)(e−θu2 − 1) para que

(5.19) se transforme en el polinomio de segundo grado

v3 = a
x

[b+ cx]2
⇔
[
c2v3

]
x2 + [2bcv3 − a]x+

[
b2v3

]
= 0. (5.20)

Si denotamos por A = c2v3, B = 2bcv3 − a y C = b2v3, la solución válida de (5.20)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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116 Caṕıtulo 5. Simulación de cópulas

es x∗ = −B+
√
B2−4AC
2A

, con lo que

u3 = −1

θ
log

(
1 +
−B +

√
B2 − 4AC

2A

)
. (5.21)

Con el código del Apéndice B se simularon 500 puntos para θ = 5, que se pueden ver en

la Figura 5.5. 3
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Figura 5.5: Simulaciones para la cópula de Frank con θ = 5 en n = 2 y n = 3.

5.2. Simulación de cópulas Arquimedianas

La estructura de las cópulas Arquimedianas permite obtener algoritmos de simulación

espećıficos para 2–cópulas. El siguiente está basado en el Teorema 4.6, que reenunciamos

a continuación.

Teorema 5.2. Sea (U, V ) un vector aleatorio de una cópula Arquimediana C, con gene-

rador ϕ ∈ Ω. Sean W =
ϕ(U)

ϕ(U) + ϕ(V )
y Z = C(U, V ). Entonces:

i. W tiene distribución uniforme en (0, 1).

ii. Z tiene por distribución a

KC(z) = z − ϕ(z)

ϕ′(z)
. (5.22)

En otras palabras, KC(t) es el C–volumen del todos los conjuntos de nivel por debajo

de t:

KC(t) = VC ({(u, v) ∈ I : C(u, v) ≤ t}) . (5.23)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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5.2. Simulación de cópulas Arquimedianas 117

iii. Z y W son independientes.

Lo que hacemos es simular las variables (Z,W ) y obtener (U, V ) ∼ C a partir de la

transformación

h :

{
U = ϕ−1 (Wϕ(Z))

V = ϕ−1 ((1−W )ϕ(Z))
. (5.24)

Como Z y W son independientes y W es uniforme, la única dificultad es la simulación de

Z que sigue una distribución KC . Se puede usar, por ejemplo, el método de inversión.

Algoritmo 5.3. Sea C una cópula Arquimediana con generador ϕ.

i. Se generan W,T ∼ U(0, 1).

ii. Se calcula Z = K
(−1)
C (T ) y aśı Z ∼ KC.

iii. U = ϕ−1 (Wϕ(Z)) y V = ϕ−1 ((1−W )ϕ(Z)).

iv. Entonces (U, V ) ∼ C.

A este método se le suele llamar método K , por la aparición de la distribución KC .

Ejemplo 5.5. Las cópulas de Gumbel tienen de generador a ϕθ(t) = (− log t)θ. Su inversa

es ϕ−1
θ (u) = exp(−u 1

θ ) y la derivada ϕ′θ(t) = −(− log t)θ−1 1
t
. Entonces

KC(z) = z − ϕθ(z)

ϕ′θ(z)
= z +

z

θ
(− log z) = z

(
θ − log z

θ

)
. (5.25)

El problema es que KC no es invertible anaĺıticamente, por lo que hay que obtener Z =

K
(−1)
C (T ) numéricamente. Este es el principal problema de este algoritmo, pues el tercer

paso es sencillo. En el Apéndice B se puede ver en detalle el cálculo de (U, V ). En la Figura

5.6 se puede ver la estructura de dependencia de la familia Gumbel: una dependencia

positiva acentuada en los extremos. 3

Otro algoritmo se debe a Genest y MacKay [28] y está basado en que ϕ(C) = ϕ(U)+ϕ(V )

implica que

ϕ′(C)
∂C

∂u
= ϕ′(u). (5.26)

La variable auxiliar S = C(U, V ) se puede calcular como

S = (ϕ′)[−1] (ϕ′(C)) = (ϕ′)[−1]

(
ϕ′(U)
∂C
∂u

)
d
= (ϕ′)[−1]

(
ϕ′(U)

Z

)
(5.27)

siendo Z ∼ U(0, 1). Una vez que podemos simular S y que U se ha generado como una

uniforme, obtener V es sencillo puesto que sólo hay que despejarla en ϕ(S) = ϕ(U)+ϕ(V ).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 5.6: Simulaciones para la 2–cópula de Gumbel con θ = 2 y θ = 5.

Algoritmo 5.4. Sea C una cópula Arquimediana con generador ϕ.

i. Se generan U, T ∼ U(0, 1).

ii. S = (ϕ′)[−1]
(
ϕ′(U)
T

)
.

iii. V = ϕ[−1] (ϕ(S)− ϕ(U)).

iv. Entonces (U, V ) ∼ C.

El problema que presenta este método es el cálculo de (ϕ′)[−1], ya que a veces puede ser

imposible dar una expresión cerrada de ella.

Ejemplo 5.6. La cópula Cθ(u, v) = máx
(

1−
[
(1− u)θ + (1− v)θ

] 1
θ , 0
)

, con θ ≥ 1, tiene

componente singular al no ser ϕθ(t) = (1− t)θ estricto. Para aplicar el algoritmo anterior

necesitamos calcular la derivada ϕ′θ(t) = −θ(1− t)θ−1 y las inversas del generador y de la

derivada del generador:

ϕ
[−1]
θ (u) =

{
1− u 1

θ , 0 ≤ u ≤ 1

0, u ≥ 0
, (5.28)

(ϕ′θ)
[−1]

(u) =

{
1−

(
−u
θ

) 1
θ−1 , 0 ≥ u ≥ −θ

0, u ≤ −θ
. (5.29)

Con el código correspondiente podemos implementar el algoritmo y simular esta cópula

para θ = 7. También podemos ver que la transformación de las marginales en normales

hace invertir la curvatura de la componente singular. 3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Figura 5.7: Simulaciones Cθ(u, v) = máx
(

1−
[
(1− u)θ + (1− v)θ

] 1
θ , 0
)

con θ = 7.

5.3. Método de Marshall y Olkin

En el Ejemplo 3.8 y, posteriormente, en el Teorema 4.14 vimos que las funciones de la

forma

C(u1, . . . , un) = φ
(
φ−1(u1) + · · ·+ φ−1(un)

)
(5.30)

eran cópulas, con φ la transformada de Laplace de una distribución Λ. El siguiente algo-

ritmo para la generación de observaciones de cópulas del tipo (5.30) se debe a Marshall y

Olkin [50].

Algoritmo 5.5. Sea C una n–cópula Arquimediana con generador ϕ = φ−1, con φ la

transformada de Laplace de una variable aleatoria γ.

i. Generar la variable aleatoria γ con transformada de Laplace φ.

ii. Generar V1, . . . , Vn ∼ U(0, 1).

iii. Calcular Uk = φ
(
− 1
γ

log Vk

)
, para k = 1, . . . , n.

iv. Entonces (U1, . . . , Un) ∼ C.

Este algoritmo funciona muy bien para el tipo de cópulas con transformadas de Laplace

correspondientes a distribuciones sencillas. La parte más complicada es la generación de

la variable aleatoria γ cuya transformada de Laplace es φ, aunque normalmente no es

problemático. La gran ventaja es que, una vez simulada γ, se pueden simular observa-

ciones con tantas componentes como se desee sin que el proceso se complique. Esto no

ocurŕıa en el método condicional en el que, salvo excepciones como el caso de la familia

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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120 Caṕıtulo 5. Simulación de cópulas

Clayton, lo normal es que la distribución condicional se vaya complicando impidiendo la

simulación en altas dimensiones. Los métodos espećıficos para 2–cópulas Arquimedianas

tampoco pueden ser extendidos a dimensiones superiores.

Ejemplo 5.7. Las n–cópulas de la familia Clayton tienen un generador con inversa

(1+t)−
1
θ , que de acuerdo a (4.52), corresponde a la transformada de Laplace de la distribu-

ción Γ
(
1, 1

θ

)
1. Otra forma de ver esto es recordando que, para una distribución Λ con so-

porte positivo y función caracteŕıstica ϕΛ, L{Λ} (t) = ϕΛ(it) y que ϕΓ(a,p)(t) =
(
1− it

a

)−p
.

El algoritmo para simular una cópula Clayton multidimensional es:

Simular γ ∼ Γ(1, 1
θ
).

Simular V1, . . . , Vn ∼ U(0, 1).

Calcular Uk =
(

1− 1
γ

log Vk

)− 1
θ
, para k = 1, . . . , n.

3

Ejemplo 5.8. Un ejemplo en el que el método condicional no funciona bien es en la

familia de Gumbel, vista en el Ejemplo 4.8. Su generador era ϕθ(t) = (− log t)θ, con θ ≥ 1.

Entonces la transformada de Laplace que usaremos es L{γ} (s) = ϕ−1
θ (s) = exp

(
−s 1

θ

)
.

La variable γ pertenece a la clase de variables aleatorias estables. Dichas variables tienen

una función caracteŕıstica de una de las dos formas siguientes:

ϕ(t) =

{
exp

(
−γα |u|α

[
1− iβ(tan πα

2
)(sign u)(|γu|1−α − 1)

]
+ iδ

)
, α 6= 1

exp
(
−γ |u|

[
1− iβ 2

π
sign u log(γ |u|)

]
+ iδ

)
, α = 1

, (5.31)

ϕ(t) =

{
exp

(
−γα |u|α

[
1− iβ(tan πα

2
)(sign u)

]
+ iδ

)
, α 6= 1

exp
(
−γ |u|

[
1− iβ 2

π
sign u log |u|

]
+ iδ

)
, α = 1

. (5.32)

A la primera forma se las conoce como distribuciones St (α, β, γ, δ; 0) y a las segundas

por St (α, β, γ, δ; 1). Hay varias parametrizaciones de esta familia de variables aleatorias.

Ésta es la usada por Nolan [63].

La variable que corresponde a la transformación exp
(
−s 1

θ

)
es St

(
1
θ
, 1,
(
cos
(
π
2θ

))θ
, 0; 1

)
≡

PS(α, 1) , se conoce como estable positiva y se puede simular mediante el algoritmo de

Chambers [7], implementado en el paquete fBasics. Si se quiere implementar manual-

mente, una forma clara de hacerlo es seguir a [78]:

Simular η ∼ U(0, π).

Simular w ∼ Exp(1).

1Γ(a, p) ∼ ap

Γ(p)x
p−1e−ax.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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5.3. Método de Marshall y Olkin 121

Fijar α = 1
θ

y calcular z = sin((1−α)η)(sin(αη))
α

1−α

sin(η)
1

1−α
.

Calcular γ =
(
z
w

) 1−α
α , que tiene distribución PS(α, 1).

La Figura 5.8 manifiesta la dependencia de las colas superiores en la familia de Gumbel

y uno de los problemas de las cópulas Arquimedianas n–dimensionales: que tienen las

marginales iguales. 3
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Figura 5.8: Simulaciones para las cópulas de Gumbel con θ = 3 en n = 2 y n = 3.

Hasta ahora hemos aplicado el Algoritmo 5.5 localizando primero una cópula que queŕıamos

simular y obteniendo luego la variable γ necesaria. Otra opción muy interesante es proce-

der al revés: buscar variables γ positivas con transformadas φ para ver las cópulas que se

pueden generar. Aśı se pueden descubrir nuevos modelos de dependencia. Los próximos

ejemplos ilustran esta alternativa.

Ejemplo 5.9. Consideremos una variable X con distribución geométrica, es decir

P {X = x} = (1− p)x−1p con 0 < p ≤ 1 y x = 1, 2, 3, . . . (5.33)

Su función caracteŕıstica es ϕX(t) = peit

1−(1−p)eit , con lo que su transformada de Laplace es

φ(t) = pe−t

1−(1−p)e−t . Consideremos el cambio de variable θ = 1− p, con θ ∈ [0, 1). Con este

cambio, la transformada de Laplace es

φ(t) =
(1− θ)e−t

1− θe−t
=

1− θ
et − θ

. (5.34)

Su inversa es el generador de la cópula de Ali–Mikhail–Haq, con θ ∈ [0, 1). Entonces

esta cópula está inducida por una variable geométrica. No hay que preocuparse porque

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Eduardo Garćıa Portugués
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el parámetro sólo permita la simulación de la dependencia positiva, si cambiamos Uk por

1− Uk tendremos dependencia negativa.

La n–cópula de Ali–Mikhail–Haq viene dada por

Cθ(u1, . . . , un) = φ

(
n∑
i=1

log
1− θ(1− ui)

ui

)
= φ

(
log

n∏
i=1

1− θ(1− ui)
ui

)
(5.35)

=
1− θ∏n

i=1
1−θ(1−ui)

ui
− θ

. (5.36)
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Figura 5.9: Simulaciones para las cópulas de Ali–Mikhail–Haq con θ = 0.9 en n = 2 y
n = 3.

5.4. Algunos algoritmos particulares

En esta sección se tratan los algoritmos más importantes para la simulación de cópulas

particulares. La mayoŕıa de estos algoritmos surgen de la aplicación del método de la

transformación [37], consistente en transformar, mediante una aplicación adecuada, va-

riables uniformes e independientes para obtener la distribución deseada.

Las dos primeras cópulas corresponden a las cópulas eĺıpticas y sus algoritmos se pueden

ver en [19, 67].

5.4.1. Cópula Gaussiana

La cópula Gaussiana es una de las cópulas más usadas y más fáciles de simular en una

dimensión arbitraria n. El algoritmo para simularla se basa en el conocido resultado:

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Eduardo Garćıa Portugués
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Teorema 5.3. Si X ∼ Nk(µ,Σ) y C es una matriz k × p con p ≤ k y rango p, entonces

CX ∼ Np(Cµ,CΣCT ).

Usaremos la descomposición de Cholesky de una matriz definida positiva R (la matriz de

correlaciones), es decir la única matriz A triangular inferior tal que R = AAT .

Algoritmo 5.6. Sea CGa
R la n–cópula Gaussiana con matriz de correlación R.

i. Hallar la descomposición de Cholesky A de R.

ii. Simular n variables independientes Z1, . . . , Zn ∼ N (0, 1).

iii. Si Z = (Z1, . . . , Zn)T , calcular X = AZ.2

iv. Obtener Ui = Φ(Xi), i = 1, . . . , n.

v. (U1, . . . , Un) ∼ CGa
R .

Si se quiere, la simulación de las normales univariantes se puede hacer mediante el método

de Box–Muller [37]:

U, V ∼ U(0, 1) independientes⇒ (−2 logU)
1
2 cos(2πV ) ∼ N (0, 1). (5.37)

Ejemplo 5.10. Sea R =

 1 −0.85 0.7

−0.85 1 −0.5

0.7 −0.5 1

 una matriz de correlaciones. En la

siguientes gráficas se muestran 500 puntos simulados para la cópula CGa
R (u1, u2, u3) y para

la distribución trivariante con marginales normales (una normal tridimensional). 3

5.4.2. Cópula t de Student

Para simular observaciones de la cópula t de Student con ν grados de libertad y matriz

de correlación R, usamos la representación (2.27).

Algoritmo 5.7. Sea Ct
R,ν la n–cópula t de Student con ν grados de libertad y matriz de

correlación R.

i. Hallar la descomposición de Cholesky A de R.

ii. Simular n variables independientes Z1, . . . , Zn ∼ N (0, 1).

iii. Simular una variable S ∼ χ2
v, independiente de las anteriores.

iv. Si Z = (Z1, . . . , Zn)T , calcular Y = AZ.

2Llegados a este paso, X ∼ N (0, R). Sólo falta hacer las marginales uniformes.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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v. Calcular X =
√
ν√
S
Y .

vi. Obtener Ui = Tν(Xi), i = 1, . . . , n.

vii. (U1, . . . , Un) ∼ Ct
R,ν.

u1
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Figura 5.10: Simulación de la cópula Gaussiana con n = 3.

Ejemplo 5.11. Con la misma semilla que utilizamos en el anterior ejemplo, podemos

simular 500 puntos para Ct
2,R(u1, u2, u3) y la distribución trivariante de marginales nor-

males y ver la diferencia entre la cópula Gaussiana y la t de Student. Aunque los gráficos

son bastante parecidos, con la t de Student hay una mayor dependencia en las colas. 3
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Figura 5.11: Simulación de la cópula t de Student con n = 3.
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5.4.3. Cópula de Farlie–Gumbel–Morgenstern

Vimos en el Ejemplo 3.7 que las cópulas de la familia FGM teńıan la forma

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v), θ ∈ [−1, 1]. (5.38)

Johnson [37] proporciona un algoritmo para su simulación, y, además se muestra escéptico

sobre la utilidad de esta familia en la simulación y modelización, porque sólo sirve para

situaciones con moderada dependencia. En la Figura 5.12 se puede ver la escasa depen-

dencia que hay con θ = −1 con 1000 puntos simulados para la cópula y para la cópula

con marginales normales.

Algoritmo 5.8. Sea C la cópula de FGM con parámetro θ.

i. Generar U, T ∼ U(0, 1).

ii. Calcular V = 2T
b−a , con

a = θ(2U − 1)− 1,

b =
[
(1− θ(2U − 1)2 + 4θT (2U − 1)

] 1
2 .

iii. (U, V ) ∼ C.
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Figura 5.12: Simulación para la cópula de FGM.
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126 Caṕıtulo 5. Simulación de cópulas

5.4.4. Cópula de Plackett

En el Ejemplo 3.12, presentábamos la cópula de Plackett, dada por

Cθ(u, v) =
[1 + (θ − 1)(u+ v)]−

√
[1 + (θ − 1)(u+ v)]2 − 4uvθ(θ − 1)

2(θ − 1)
. (5.39)

Esta cópula teńıa dependencia negativa con θ ∈ (0, 1) y positiva con θ ∈ (1,∞). El

siguiente algoritmo, debido a Johnson [37], permite simularla.

Algoritmo 5.9. Sea C la cópula de Plackett con parámetro θ.

i. Generar U, T ∼ U(0, 1).

ii. Calcular V = c−(1−2T )d
2b

, con

a = T (1− T ),

b = θ + a(θ − 1)2,

c = 2a(uθ2 + 1− u) + θ(1− 2a),

d =
√
θ
√
θ + 4au(1− u)(1− θ)2.

iii. (U, V ) ∼ C.

En la siguiente figura mostramos 500 puntos simulados con θ = 20 para la cópula y para

la distribución con marginales normales.
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Figura 5.13: Simulación para la cópula de Plackett.
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5.5. Paquetes copula y fCopulae 127

5.4.5. Cópula de Ali–Mikhail–Haq

El siguiente algoritmo también se debe a Johnson [37]. En comparación con el método de

Marshall y Olkin, éste sólo vale para el caso bidimensional.

Algoritmo 5.10. Sea C la cópula de AMH con parámetro θ.

i. Generar U, T ∼ U(0, 1).

ii. Calcular V = 2T (aθ−1)2

b+
√
c

, con

a = 1− U,

b = −θ(2aT + 1) + 2θ2a2t+ 1,

c = θ2(4a2T − 4aT + 1)− θ(4aT − 4T + 2) + 1.

iii. (U, V ) ∼ C.

5.5. Paquetes copula y fCopulae

Los paquetes de R copula [83] y fCopulae [82] proporcionan funciones útiles e interesan-

tes para trabajar con cópulas. Entre otras aportaciones, tienen implementados métodos

para simular casi todo tipo de cópulas.

El paquete fCopulae funciona especialmente bien para las cópulas Arquimedianas (lista

de 22 cópulas de Nelsen [59]), las eĺıpticas (Gaussiana, t–Student,. . . ) y las de valores

extremos (Gumbel, Galambos,. . . ) y por eso se hace un uso intensivo de él en el Caṕıtulo

7. copula es un paquete más general, que trabaja con objetos de la clase cópula, pudiendo

realizar estimación y contraste de bondad de ajuste para cópulas. En el Apéndice C se

utiliza para generar cópulas.

Una amplia descripción de las posibilidades de los paquetes se encuentran en las refe-

rencias anteriormente citadas, a las que nos remitimos para un análisis profundo de los

paquetes. Aqúı nos centraremos en las aplicaciones interactivas del paquete fCopulae,

que permiten la visualización de los gráficos de simulaciones, cópulas, densidades y gene-

radores. Como se comentaba antes, esto es útil para saber la estructura y propiedades de

una cópula.

Armstrong [2] proporciona gráficas de simulaciones para la lista de cópulas Arquimedia-

nas de Nelsen, pero sólo para algunos valores. Con estas funciones podemos representar

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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128 Caṕıtulo 5. Simulación de cópulas

gráficos para distintos parámetros. Por ejemplo, en la Figura 5.14, podemos ver la densi-

dad de la cópula Arquimediana número 14 con θ = 4.3 y 500 puntos generados según esta

cópula. Las aplicaciones interactivas del paquete fCopulae para las cópulas implementa-

das se recogen y comentan en el siguiente código deR.

Figura 5.14: Aplicaciones de fCopulae para ver las gráficas de la densidad y los puntos
generados.
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Eduardo Garćıa Portugués



5.5. Paquetes copula y fCopulae 129

library (fCopulae ) #Cargar e l paquete

## 22 c ópu las Arquimedianas de Nelsen ##

#Generar puntos

rarchmSlider ( )

#Grá f i ca de C

parchmSlider ( )

#Grá f i ca densidad

darchmSlider ( )

#Gr á f i c a s generadores

PhiSlider ( )

#Gr á f i c a s d i s t r i b u c i o n e s K asoc i adas a l o s generadores

KfuncSlider ( )

## Cópulas e l ı́ p t i c a s : Normal , t−Student , Cauchy ##

#Generar puntos

rellipticalSlider ( )

#Grá f i ca de C

pellipticalSlider ( )

#Grá f i ca densidad

dellipticalSlider ( )

## Cópulas de v a l o r e s extremos : Gumbel , Galambos , Hülser−Reiss , ##

## Tawn, BB5 ##

#Generar puntos

revSlider ( )

#Grá f i ca de C

pevSlider ( )

#Grá f i ca densidad

devSlider ( )

#Grá f i ca func i one s lambda (u)

evTailCoeffSlider ( )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Caṕıtulo 6

Medidas de dependencia y cópulas

Nos ocupamos ahora de ver la relación de las cópulas con las medidas de dependencia1

para variables aleatorias, en particular con las medidas de concordancia y las medidas de

dependencia definidas por Rényi [65]. Se estudiarán las propiedades de estas medidas y su

caracterización mediante cópulas. Esta será la tónica habitual del caṕıtulo: presentación

de diversos conceptos de dependencia y su caracterización mediante cópulas.

Estas caracterizaciones permiten asegurar que estos conceptos dependen únicamente de

las cópulas y no de las marginales, heredando por tanto las propiedades de las cópulas

(invarianza por transformaciones crecientes, invarianza de la escala, captura de la depen-

dencia perfecta,. . . ).

6.1. Medidas de concordancia

El concepto de concordancia hace referencia a la asociación entre valores “grandes” y

valores “pequeños” de dos variables aleatorias. Estas variables serán concordantes si los

valores grandes y pequeños de una tienden a estar asociados con los valores grandes y

pequeños de la otra, respectivamente.

Definición 6.1. Sean (xi, yi) y (xj, yj) dos observaciones de un vector aleatorio (X, Y ) de

variables aleatorias continuas. Diremos que (xi, yi) y (xj, yj) son concordantes si xi < xj

e yi < yj o xi > xj e yi > yj y discordantes si xi > xj e yi < yj o xi < xj e yi > yj.
2

Scarsini [70] propuso en 1984 una definición axiomática de las medidas de concordancia.

1Algunos autores prefieren hablar de medidas de asociación para evitar la confusión con las medidas
de dependencia que definió Rényi. Como en la actualidad el término medidas de asociación se utiliza para
variables factoriales, parece más adecuado hablar de medidas de dependencia de forma general y de las
medidas de dependencia definidas por Rényi.

2Alternativamente, (xi, yi) y (xj , yj) son concordantes si (xi − xj)(yi − yj) > 0 y discordantes si
(xi − xj)(yi − yj) < 0.
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132 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

Definición 6.2. Una medida real κ de dependencia entre dos variables aleatorias conti-

nuas X e Y con cópula asociada C es una medida de concordancia si satisface los siguientes

axiomas:

i. Está definida para todo par (X, Y ) de variables aleatorias continuas.

ii. Es una medida normalizada: −1 ≤ κX,Y ≤ 1.

iii. Es simétrica: κX,Y = κY,X .

iv. Si X e Y son independientes, κX,Y = 0.

v. Cambio de signo: κ−X,Y = κX,−Y = −κX,Y .

vi. Respeta el orden de concordancia: si C1 ≺ C2, entonces κC1 ≤ κC2

vii. Converge cuando la cópula lo hace puntualmente: si {(Xn, Yn)} es una sucesión de

pares de variables aleatorias continuas, con cópulas {Cn} que convergen puntual-

mente3 a C, entonces ĺımn→∞ κCn = κC .

Para estas medidas se verifican una serie de propiedades deseables, similares a las de las

cópulas.

Teorema 6.1. Sea κ una medida de concordancia para variables aleatorias continuas X

e Y .

i. Si Y es casi seguro una función creciente de X, entonces κX,Y = 1.

ii. Si Y es casi seguro una función decreciente de X, entonces κX,Y = −1.

iii. Si α y β son funciones estrictamente monótonas casi por doquier en RanX y RanY ,

entonces κα(X),β(Y ) = κX,Y .

Demostración. Si Y es c.s. una función creciente de X, por la Observación 1.8, CXY = M .

Por los axiomas iii y iv, κX,Y = κM = 1. De forma análoga, se tiene que κW = κX,Y = −1

cuando Y es c.s. una función decreciente de X.

El tercer apartado usa el Teorema 1.11. Supongamos que α y β son funciones estrictamente

crecientes. Entonces Cα(X),β(Y ) = CX,Y . Usando el axioma vi, como Cα(X),β(Y ) ≺ CX,Y y

Cα(X),β(Y ) � CX,Y , entonces κα(X),β(Y ) ≤ κX,Y y κα(X),β(Y ) ≥ κX,Y , es decir, κα(X),β(Y ) =

κX,Y .

Supongamos ahora que α y β son estrictamente decrecientes. Entonces −α y −β son

estrictamente crecientes, y procediendo como antes, κ−α(X),−β(Y ) = κX,Y . Aplicando dos

veces el axioma v resulta κα(X),β(Y ) = κX,Y .

3Para 2–cópulas, la convergencia puntual y uniforme equivalen, debido a la continuidad uniforme.
Esto se prueba fácilmente con un truco del tipo ε

3 .
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Eduardo Garćıa Portugués



6.1. Medidas de concordancia 133

Ejemplo 6.1. Coeficiente de correlación lineal r de Pearson.

Recordemos que el coeficiente de correlación lineal entre X e Y es

r = Corr (X, Y ) =
Cov (X, Y )√

Var (X) Var (Y )
. (6.1)

r se puede expresar en términos de la cópula C asociada a X e Y , aunque su cálculo de

esta forma es más complicado:

rX,Y =
1√

Var (X) Var (Y )

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v)− uvdF−1(u)dG−1(v). (6.2)

La correlación lineal no es una medida de concordancia, al fallar el axioma séptimo.

La manera más sencilla de probar que no es una medida de concordancia es ver que se

no se verifica rX,Y = rα(X),β(Y ), para α y β estrictamente crecientes (śı se cumple si son

lineales). Veamos un contraejemplo.

Sea Cθ(u, v) = uv+θuv(1−u)(1−v) una cópula de FGM. Consideremos X e Y distribuidas

según una exponencial de media 1. Entonces la distribución de (X, Y ) está dada por

Hθ(x, y) = Cθ(1− e−x, 1− e−y). (6.3)

Entonces

rX,Y =
E [X]− E [XY ]√
Var (X) Var (Y )

= E [XY ]− 1, (6.4)

donde

E [XY ] =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

xydHθ(x, y)

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

xy((1 + θ)e−x−y − 2θe−2x−y − 2θe−x−2y + 4θe−2x−2ydxdy

= 1 +
1

θ
.

Con lo cual rX,Y = θ
4
. Si consideramos las funciones estrictamente crecientes α(t) = β(t) =

1− e−t, tenemos

rα(X),β(Y ) = Corr (F (X), G(Y ))
(6.36)
= ρX,Y

Ej.6.5
=

θ

3
, (6.5)

con lo que rX,Y 6= rα(X),β(Y ). 3

El siguiente teorema y sus corolarios son ampliamente usados en las siguientes secciones

para caracterizar algunas medidas de concordancia en términos de cópulas.
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134 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

Teorema 6.2. Sean (X1, Y1) y (X2, Y2) dos vectores aleatorios independientes de variables

continuas con distribuciones marginales F y G iguales y cópulas C1 y C2, respectivamente.

Si Q denota la diferencia entre la probabilidad de concordancia y la de discordancia de

(X1, Y1) y (X2, Y2), es decir,

Q = P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0} − P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0} , (6.6)

entonces4,

Q = Q(C1, C2) = 4

∫ ∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v)− 1. (6.7)

Demostración. Como las variables son continuas,

P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0} = 1− P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0}

y por tanto

Q = 2P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0} − 1. (6.8)

Además P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0} = P {X1 > X2, Y1 > Y2} + P {X1 < X2, Y1 < Y2} y

estas probabilidades pueden ser calculadas integrando sobre la distribución de uno de los

vectores (X1, Y1) o (X2, Y2), por ejemplo (X1, Y1):

P {X1 > X2, Y1 > Y2} = P {X2 < X1, Y2 < Y1}

=

∫ ∫
R2

P {X2 ≤ x, Y2 ≤ y} dC1(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

C2(F (x), G(y))dC1(F (x), G(y)). (6.9)

Usando las transformadas de probabilidad u = F (x) y v = G(y) resulta

P {X1 > X2, Y1 > Y2} =

∫ ∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v). (6.10)

De forma similar,

P {X1 < X2, Y1 < Y2} =

∫ ∫
R2

P {X2 > x, Y2 > y} dC1(F (x), G(y))

=

∫ ∫
R2

1− F (x)−G(y) + C2(F (x), G(y))dC1(F (x), G(y))

4La integración
∫∫
I2 equivale a

∫ 1

0

∫ 1

0
.
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6.1. Medidas de concordancia 135

=

∫ ∫
I2

1− u− v + C2(u, v)dC1(u, v). (6.11)

Como C1 es la distribución conjunta del par (U, V ) de uniformes U(0, 1), E [U ] = E [V ] = 1
2

y por tanto

P {X1 < X2, Y1 < Y2} = 1− 1

2
− 1

2
+

∫ ∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v)

=

∫ ∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v). (6.12)

Aśı,

P {(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0} = 2

∫ ∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v). (6.13)

Sustituyendo (6.12) en (6.8) tenemos la expresión (6.6) para Q.

Corolario 6.1. Sean C1, C2 y Q en las hipótesis del Teorema 6.1. Entonces:

i. Q es simétrica en sus argumentos: Q(C1, C2) = Q(C2, C1).

ii. Q es no decreciente en cada argumento: si C1 ≺ C ′1 y C2 ≺ C ′2, entonces Q(C1, C2) ≤
Q(C ′1, C

′
2).

iii. Las cópulas se pueden reemplazar por sus cópulas de supervivencia: Q(C1, C2) =

Q(Ĉ1, Ĉ2).

Demostración. Para probar el punto i, observamos que en la demostración del Teorema

6.1, para calcular la probabilidad P {X1 > X2, Y1 > Y2}, integrábamos con respecto a la

distribución de (X1, Y1). Como los papeles de (X1, Y1) y (X2, Y2), son simétricos, eligiendo

(X2, Y2) para integrar, hubiese resultado

Q(C1, C2) = Q = 4

∫ ∫
I2
C1(u, v)dC2(u, v)− 1

(6.6)
= Q(C2, C1). (6.14)

Para el punto ii, sólo necesitamos probar que Q es no decreciente en el segundo argumento,

pues aśı lo será también en el primero, en virtud de la simetŕıa. Esto es elemental, porque si

C2 ≺ C ′2, 0 ≤ C2(u, v) ≤ C ′2(u, v), ∀(u, v) ∈ I2, es inmediato que Q(C1, C2) ≤ Q(C1, C
′
2),

para cualquier cópula C1.

El punto iii se prueba fácilmente suponiendo que C1 es absolutamente continua. En ese

caso dĈ1(u, v) = ∂2Ĉ1(u,v)
∂u∂v

= ∂2C1(1−u,1−v)
∂u∂v

y tenemos

Q(Ĉ1, Ĉ2) = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

u+ v − 1 + C2(1− u, 1− v)
∂2C1(1− u, 1− v)

∂u∂v
dvdu− 1. (6.15)
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136 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

Haciendo el cambio de variable

{
s = 1− u
t = 1− v

, con
∣∣∣∂(u,v)
∂(s,t)

∣∣∣ = 1, la integral es

∫ 0

1

∫ 0

1

1− s− t+ C2(s, t)
∂2C1(s, t)

∂s∂t
dtds =

∫ 1

0

∫ 1

0

C2(s, t)dC1(s, t) + 1− 1

2
− 1

2
(6.16)

=

∫ ∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v). (6.17)

Por tanto Q(C1, C2) = Q(Ĉ1, Ĉ2). En el caso de que C1 no sea absolutamente continua,

el procedimiento seŕıa parecido: usar el cambio de variable y que

d
(
Ĉ1(u, v)

)
= d (u+ v − 1 + C1(1− u, 1− v)) = d (C1(1− u, 1− v)) . (6.18)

Una consecuencia interesante de este corolario es que muchas de las medidas de concor-

dancia κ derivadas de Q van a verificar κC = κĈ , debido a la propiedad iii y a la Tabla

1.1.

Corolario 6.2. Dada una cópula C, se cumple que Q(C,C) ∈ [−1, 1], Q(C,M) ∈ [0, 1],

Q(C,W ) ∈ [−1, 0] y Q(C,Π) ∈
[
−1

3
, 1

3

]
. Además, para las anteriores funciones, los mı́ni-

mos se alcanzan con C = W , los máximos con C = M y Q(Π,Π) = 0.

Demostración. Como Q es no decreciente en sus argumentos, los máximos se alcanzarán

para M y los mı́nimos para W . Hay que evaluar Q en las distintas combinaciones de M ,

W y Π. Comenzamos con C1 = M . Hay que tener en cuenta que M acumula toda la

probabilidad en la diagonal u = v (su soporte). Entonces:

Q(M,M) = 4

∫ ∫
I2

mı́n(u, v)dM(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

udu− 1 = 1,

Q(M,Π) = 4

∫ ∫
I2
uvdM(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

u2du− 1 =
1

3
,

Q(M,W ) = 4

∫ ∫
I2

máx(u+ v − 1, 0)dM(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

(2u− 1)du− 1 = 0.

Para C1 = W , usamos que su soporte es la diagonal secundaria v = 1− u:

Q(W,M) = Q(M,W ) = 0,

Q(W,Π) = 4

∫ ∫
I2
uvdW (u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

u(1− u)du− 1 = −1

3
,

Q(W,W ) = 4

∫ ∫
I2

máx(u+ v − 1, 0)dW (u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

0du− 1 = −1.
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6.1. Medidas de concordancia 137

Con Π es sencillo porque al ser absolutamente continua dΠ(u, v) = dvdu.

Q(Π,M) = Q(M,Π) =
1

3
,

Q(Π,Π) = 4

∫ ∫
I2
uvdΠ(u, v)− 1 = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

uvdvdu− 1 = 0,

Q(Π,W ) = Q(W,Π) = −1

3
.

Entonces, −1 = Q(W,W ) ≤ Q(C,C) ≤ Q(M,M) = 1, 0 = Q(W,M) ≤ Q(C,M) ≤
Q(M,M) = 1, −1 = Q(W,W ) ≤ Q(C,W ) ≤ Q(M,W ) = 0 y −1

3
= Q(W,Π) ≤

Q(C,C) ≤ Q(M,Π) = 1
3
. Además Q(Π,Π) = 0.

En la Figura 6.1 se pueden ver las conclusiones del teorema para las funciones Q(·, ·),
Q(·,Π), Q(·,M) y Q(·,W ).

Q(C,C)

−1M

0Π

+1W

Q(C,Π)

−1
3M

0Π

+1
3W

Q(C,M)

0M

+1
3Π

+1W

Q(C,W )

−1M

−1
3Π

0W

Figura 6.1: Distintos ejes de concordancia.

A veces el cálculo de Q según el Teorema 6.1 es complicado, por lo que es útil el siguiente

teorema.

Teorema 6.3. Sean C1 y C2 dos cópulas. Entonces∫ ∫
I2
C1(u, v)dC2(u, v) =

1

2
−
∫ 1

0

∫ 1

0

∂

∂u
C1(u, v)

∂

∂v
C2(u, v)dudv. (6.19)

Demostración. Cuando las cópulas son absolutamente continuas, el resultado se prueba

mediante integración por partes. En este caso,∫ ∫
I2
C1(u, v)dC2(u, v) =

∫ 1

0

∫ 1

0

C1(u, v)
∂2C2(u, v)

∂u∂v
dvdu. (6.20)

Evaluando la integral interior por partes, resulta∫ 1

0

C1(u, v)
∂2C2(u, v)

∂u∂v
dv = C1(u, v)

∂C2(u, v)

∂u

∣∣∣∣v=1

v=0

−
∫ 1

0

∂C2(u, v)

∂u

∂C2(u, v)

∂v
dv
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138 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

= u−
∫ 1

0

∂C2(u, v)

∂u

∂C2(u, v)

∂v
dv.

Si ahora integramos en u desde 0 hasta 1, tenemos probado el teorema. Para la prueba

del caso general puede verse [46].

Finalizamos la introducción a las medidas de concordancia con otro resultado que también

permite construir medidas de concordancia. Se debe a Scarsini [70] y omitiremos su de-

mostración porque utiliza técnicas de la Teoŕıa de la Probabilidad que llevaŕıa demasiado

espacio explicar con detalle.

Teorema 6.4. Sean X e Y dos variables aleatorias y ψ una función monótona y acotada,

definida en
[
−1

2
, 1

2

]
. Entonces

κX,Y =

∫ 1

0

∫ 1

0

kψ

(
u− 1

2

)
ψ

(
v − 1

2

)
dCXY (u, v) (6.21)

es una medida de concordancia, con k =
(∫ 1

0
ψ2
(
u− 1

2

)
du
)−1

.

En el resto de la sección se mostrarán medidas de concordancia conocidas.

6.1.1. Tau de Kendall

Definición 6.3. La Tau de Kendall de las variables aleatorias X e Y , denotada por τ se

define como

τX,Y = P
{

(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0
}
− P

{
(X − X̃)(Y − Ỹ ) < 0

}
, (6.22)

donde (X̃, Ỹ ) es una copia independiente de (X, Y ).

Teorema 6.5. Si X e Y son continuas, en virtud del Teorema 6.2, la Tau de Kendall se

puede expresar en términos de la cópula C asociada:

τC = Q(C,C) = 4

∫ ∫
I2
C(u, v)dC(u, v)− 1. (6.23)

La igualdad (6.23) se puede expresar mediante a la esperanza de la variable C(U, V ),

donde U, V ∼ U(0, 1) tienen distribución conjunta C:

τC = 4E [C(U, V )]− 1. (6.24)

La distribución de la variable C(U, V ) era KC , como se véıa en (4.23). Esta distribución

se denomina distribución de Kendall.
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6.1. Medidas de concordancia 139

Observación 6.1. Por el Teorema 6.3, la Tau de Kendall se puede calcular de una forma

más sencilla:

τC = 1− 4

∫ 1

0

∫ 1

0

∂

∂u
C(u, v)

∂

∂v
C(u, v)dvdu. (6.25)

�

Ejemplo 6.2. La familia de cópulas de Fréchet estaba dada por

Cα,β(u, v) = αM(u, v) + (1− α− β)Π(u, v) + βW (u, v),

con α ≥ 0, β ≥ 0 y α+ β ≤ 1. Vamos a calcular la Tau de Kendall mediante la definición

y las propiedades del Corolario 6.2. Primero notemos que [3]

dCα,β = αdM + (1− α− β)dΠ + βdW.

Entonces:∫ ∫
I2
Cα,β(u, v)dCα,β(u, v) = α

∫ ∫
I2
Cα,β(u, v)dM(u, v) + β

∫ ∫
I2
Cα,β(u, v)dW (u, v)

+ (1− α− β)

∫ ∫
I2
Cα,β(u, v)dΠ(u, v).

Separando cada una de estas integrales y usando que
∫∫
I2 C(u, v)dC(u, v) = Q(C,C)+1

4
,

podemos calcular las integrales con el Corolario 6.2. Por ejemplo, la primera es∫ ∫
I2
Cα,β(u, v)dM(u, v) = α

Q(M,M) + 1

4
+ (1− α− β)

Q(Π,M) + 1

4
+ β

Q(W,M) + 1

4

=
α

2
+

1− α− β
3

+
β

4
=

4 + 2α− β
12

.

De esta forma, ∫ ∫
I2
Cα,β(u, v)dCα,β(u, v) =

α2 + 2α + 3− 2β − β2

12
(6.26)

y multiplicando por 4 y restando 1, se tiene

τα,β =
α2 + 2α− 2β − β2

3
. (6.27)

τα,β se comporta como cabŕıa esperar, pues τ1,0 = 1, τ0,1 = −1 y τ 1
2
, 1
2

= 0. 3

Ejemplo 6.3. La familia de cópulas de Marshall–Olkin se presentó en el Ejemplo 1.12.

Estas cópulas tienen componente singular, pero gracias a la expresión (6.25), su Tau de

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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140 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

Kendall es fácil de calcular. Si Cα,β es una cópula de esta familia, con 0 < α, β < 1,

Cα,β(u, v) =

{
u1−αv, uα ≥ vβ

uv1−β, uα ≤ vβ
.

Las derivadas parciales de Cα,β no existen en uα = vβ, aśı que

∂

∂u
Cα,β(u, v)

∂

∂v
Cα,β(u, v) =

{
(1− α)u1−2αv, uα > vβ

(1− β)uv1−2β, uα < vβ
.

Entonces:

τα,β = 1− 4

∫ 1

0

∫ 1

0

∂

∂u
Cα,β(u, v)

∂

∂v
Cα,β(u, v)dvdu

= 1− 4

∫ 1

0

∫ u
α
β

0

(1− α)u1−2αvdvdu+ 4

∫ 1

0

∫ 1

u
α
β

(1− β)uv1−2βdvdu

= 1− 4

(
1

4

[
β − αβ

α− αβ + β

]
+

1

4

[
1− β

α− αβ + β

])
=

αβ

α− αβ + β
.

Es interesante observar que τα,β es igual a Sα,β(1, 1), el Cα,β–volumen de la componente

singular de la cópula Cα,β. Además, τα,β tiene la expresión de la cópula de Ali–Mikhail–

Haq con θ = 1, evaluada en u = α y v = β. En el Caṕıtulo 8 veremos que esta cópula

aparece a menudo como un caso particular y se denota por Π
Σ−Π

. 3

Teorema 6.6. La Tau de Kendall es una medida de concordancia que además cumple:

τX,Y = 1⇔ CXY = M y τX,Y = −1⇔ CXY = W. (6.28)

Demostración. Usando que τ se expresa de la forma (6.23) y por las propiedades de Q,

recogidas en los Corolarios 6.1 y 6.2, los seis primeros axiomas se prueban fácilmente.

Para el séptimo axioma, necesitamos hacer uso de un lema que involucra nociones de

Teoŕıa de la Probabilidad un poco más avanzadas y que no tiene mucho sentido discutir

aqúı. Su demostración se puede ver en [70].

En cuanto a las equivalencias (6.28), la implicación que no es elemental a partir del

Corolario 6.1 (⇐) se puede ver en [20].

Teorema 6.7. Sean X e Y variables aleatorias con una cópula Arquimediana C con

generador ϕ. La Tau de Kendall de X e Y está dada por

τC = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt. (6.29)
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Demostración. Por la Observación 6.1,

τC = τC = 4E [C(U, V )]− 1 = 4

∫ 1

0

tdKC(t)− 1. (6.30)

Integrando por partes5 en (6.30),∫ 1

0

tdKC(t) = 1KC(1)− 0KC(0)−
∫ 1

0

KC(t)dt = 1−
∫ 1

0

KC(t)dt (6.31)

y sustituyendo (6.31) en (6.30) y usando KC(t) = t− ϕ(t)
ϕ′(t)

, resulta

τC = 3− 4

∫ 1

0

t− ϕ(t)

ϕ′(t)
dt = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(z)

ϕ′(z)
dt. (6.32)

Ejemplo 6.4. Sea Cθ la cópula de Clayton, con θ ∈ (0,∞). Un generador de esta cópula

es ϕθ(t) = t−θ − 1. Por tanto:

τθ = 1 + 4

∫ 1

0

t−θ − 1

−θt−θ−1
dt = 1 + 4

∫ 1

0

tθ+1 − t
θ

dt = 1 +
4

θ

[
1

θ + 2
− 1

2

]
=

θ

θ + 2
.

Aśı, τθ ∈ (0, 1) y, como hab́ıamos visto antes, esta cópula captura sólo dependencia positiva

(concordancia). 3

6.1.2. Rho de Spearman

Definición 6.4. La Rho de Spearman de las variables aleatorias X e Y , denotada6 por ρ

se define como

ρX,Y = 3
(
P
{

(X − X̃)(Y − Y ′) > 0
}
− P

{
(X − X̃)(Y − Y ′) < 0

})
, (6.33)

donde (X, Y ), (X̃, Ỹ ) y (X ′, Y ′) son copias mutuamente independientes.

Como X̃ e Y ′ son independientes, CX̃Y ′ = Π y se tiene el siguiente teorema.

5En [3] se puede ver que si F1 y F2 son dos funciones no decrecientes y continuas por la derecha en
[a, b] y sin puntos de discontinuidad en (a, b],∫

(a,b]

F1(x)dF2(x) = F1(b)F2(b)− F1(a)F2(a)−
∫

(a,b]

F2(x)dF1(x).

6No confundir con el coeficiente de correlación lineal entre dos variables X e Y , al que denotábamos
por r = Corr (X,Y ).
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142 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

Teorema 6.8. Si X e Y son continuas, en virtud del Teorema 6.2, la Rho de Spearman

se puede expresar en términos de la cópula C asociada:

ρC = 3Q(C,Π) = 12

∫ ∫
I2
uvdC(u, v)− 3 = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v)dudv − 3, (6.34)

donde la tercera igualdad se debe a la simetŕıa de Q.

La Rho de Spearman también se puede obtener a partir del Teorema 6.4, con ψ(x) = x:

κX,Y = k

∫ 1

0

∫ 1

0

(
u− 1

2

)(
v − 1

2

)
dCXY (u, v)

= k

(∫ 1

0

∫ 1

0

uvdCXY (u, v)−
∫ 1

0

u

2
du−

∫ 1

0

v

2
dv +

1

4

)
= k

(∫ 1

0

∫ 1

0

uvdCXY (u, v)− 1

4

)
= 12

∫ 1

0

∫ 1

0

uvdCXY (u, v)− 3

= ρX,Y .

Observación 6.2. Si U y V son variables uniformes con cópula asociada C y como E [U(0, 1)] =
1
2

y Var (U(0, 1)) = 1
12

, podemos expresar ρC como

ρC = 12EC [UV ]− 3 =
EC [UV ]− 1

4
1
12

=
E [UV ]− E [U ]E [V ]√

Var (U) Var (V )
= Corr (U, V ) . (6.35)

Por tanto, la Rho de Spearman coincide con el coeficiente de correlación lineal de Pearson

para variables uniformes. Una consecuencia más interesante es que si X ∼ F e Y ∼ G

son dos variables aleatorias con cópula asociada C y U = F (X), V = G(Y ) ∼ U(0, 1),

entonces

ρX,Y = ρC = Corr (F (X), G(Y )) . (6.36)

De esta forma, la Rho de Spearman entre dos variables aleatorias X e Y es el

coeficiente de correlación lineal entre sus transformadas de probabilidad. A

menudo se suele utilizar este enfoque para definir ρX,Y , a partir de (6.36). �

Observación 6.3. Otra expresión posible de ρ, que se obtiene a partir de (6.34), es

ρC = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv) dudv. (6.37)

Entonces ρC se puede ver como el volumen (con signo) comprendido entre C y Π. Es

decir, la “diferencia” entre la dependencia, medida por C, y la independencia, medida

por Π. Esta diferencia tiene el inconveniente de que puede ser nula sin que C sea Π, por

ejemplo con C = M+W
2

. Este problema se soluciona con la Sigma de Schweizer y Wolff
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(6.57), que considera la distancia L1 entre C y Π. De una forma similar, las siguientes

medidas, basadas en las normas L2 y L∞ son medidas de concordancia [73]:

κ2 =

(
90

∫ 1

0

∫ 1

0

[C(u, v)− uv]2 dudv

) 1
2

, (6.38)

κ∞ = 4 sup
u,v∈[0,1]

|C(u, v)− uv| . (6.39)

�

Teorema 6.9. La Rho de Spearman es una medida de concordancia que además cumple:

ρX,Y = 1⇔ CXY = M y ρX,Y = −1⇔ CXY = W. (6.40)

Demostración. En virtud del Teorema 6.1 y de que ρ se obtiene con ψ(x) = x, ρ es una

medida de concordancia. Otra forma de probar esto es utilizando que la convergencia de

Cn a C es uniforme y el clásico resultado del cálculo que asegura la convergencia de las

integrales.

Para las equivalencias (6.28), la implicación que no es elemental a partir del Corolario 6.1

(⇐) se puede ver en [20].

Ejemplo 6.5. Sea Cθ una cópula de la familia de FGM, con θ ∈ [−1, 1] y

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v).

Entonces:∫ 1

0

∫ 1

0

uv + θuv(1− u)(1− v)dvdu =

∫ 1

0

u

[
v2

2

]1

0

+ θu(1− u)

[
v2

2
− v3

2

]1

0

du

=

∫ 1

0

u

2
+
θ

6
u(1− u)du =

1

4
+

θ

36
=

9 + θ

36
.

Aśı, ρθ = 129+θ
36
− 3 = θ

3
y ρθ ∈

[
−1

3
, 1

3

]
, con lo que se aprecia la débil dependencia que

puede modelar la familia de FGM. 3

Ejemplo 6.6. Para la familia de Fréchet, podemos calcular ρα,β directamente a partir de

la definición. Para ello

Q(Cα,β,Π) = αQ(M,Π) + (1− α− β)Q(Π,Π) + βQ(W,Π)

= α
1

3
+ (1− α− β)0 + β

−1

3
=
α− β

3
.

Entonces ρα,β = 3Q(Cα,β,Π) = α− β. 3
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6.1.3. Gamma de Gini

Otra medida de concordancia menos conocida que la τ y la ρ es la Gamma de Gini.

Definición 6.5. Dadas dos variables aleatorias X e Y , con cópula asociada C, se define

el coeficiente de cograduación de Gini, o de forma más breve, la Gamma de Gini como

γX,Y = 2

∫ ∫
I2

(|u+ v − 1| − |u− v|) dC(u, v). (6.41)

Otra forma equivalente de expresar (6.41) es

γC = 2E [|U + V − 1| − |U − V |] . (6.42)

Teorema 6.10. Sean X e Y variables aleatorias continuas con cópula C. El ı́ndice de

cograduación de Gini está dado por

γC = γX,Y = Q(C,M) +Q(C,W ). (6.43)

Demostración. Es un simple cálculo. Lo primero es notar que M(u, v) = mı́n(u, v) =
u+v−|u−v|

2
yW (u, v) = máx(u+v−1, 0) = u+v−1+|u+v−1|

2
. Aśı, y debido a que

∫∫
I2 udC(u, v) =

1
2

y
∫∫
I2 vdC(u, v) = 1

2
, se tiene:

Q(C,M) = 1− 2

∫ ∫
I2
|u− v| dC(u, v),

Q(C,W ) = 2

∫ ∫
I2
|u+ v − 1| dC(u, v)− 1,

de donde se sigue (6.43).

Observación 6.4. Notemos que la Rho de Spearman med́ıa la “distancia” de C con Π y

ahora ponderamos la “distancia” de C con M y W . �

En la siguiente expresión se prueba que γ depende sólo de las diagonales V = U y

V = 1− U de la cópula C, con lo que cualquier cópula con las mismas diagonales que C

tendrá la misma Gamma de Gini. Además, permite un cálculo mucho más directo.

Corolario 6.3. En las hipótesis del Teorema 6.10,

γC = 4

[∫ 1

0

C(u, 1− u)du−
∫ 1

0

u− C(u, u)du

]
. (6.44)

Demostración. Es inmediato usando la simetŕıa de Q y los cálculos de la demostración

del Corolario 6.2.
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Ejemplo 6.7. Sea Cθ una cópula de la familia de FGM. Entonces:

Cθ(u, u) = u2 + θ(u4 − 2u3 + u2),

Cθ(u, 1− u) = u− u2 + θ(u4 − 2u3 + u2).

Por lo tanto,

γθ = 4

[
5 + θ

30
− 5− θ

30

]
=

4θ

15
.

3

Teorema 6.11. Si X e Y son dos variables continuas, γX,Y es una medida de concor-

dancia.

Demostración. Usando la representación (6.43) y las propiedades de Q se prueban los

primeros seis axiomas. El séptimo se prueba usando la convergencia uniforme de {Cn},
ya que las integrales de (6.44) son integrales de Riemann.

6.1.4. Beta de Blomqvist

La última medida de concordancia que veremos usa una modificación de la ecuación

(6.6), midiendo la concordancia entre un vector aleatorio (X, Y ) y un punto fijo (x̃, ỹ),

usualmente el vector de medianas.

Definición 6.6. Si X e Y son dos variables aleatorias con medianas x̃ y ỹ, se define el

coeficiente de correlación de medianas, o de forma más breve, la Beta de Blomqvist como

βX,Y = P {(X − x̃)(Y − ỹ) > 0} − P {(X − x̃)(Y − ỹ) < 0} . (6.45)

Una de las ventajas de este coeficiente es que su cálculo es trivial, a diferencia de las

anteriores medidas, cuya expresión anaĺıtica muchas veces no se puede calcular.

Teorema 6.12. Si X e Y son dos variables continuas, βX,Y está dada por

βX,Y = 4CX,Y

(
1

2
,
1

2

)
− 1. (6.46)

Demostración. Por ser X e Y continuas y como F (x̃) = G(ỹ) = 1
2
,

βX,Y = 2P {(X − x̃)(Y − ỹ) > 0} − 1

= 2 [P {X < x̃, Y < ỹ}+ P {X > x̃, Y > ỹ}]− 1

= 2 [H(x̃, ỹ) + (1− F (x̃)−G(ỹ) +H(x̃, ỹ))]− 1
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Eduardo Garćıa Portugués



146 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

= 4H(x̃, ỹ)− 1.

Como H(x̃, ỹ) = C(F (x̃), G(ỹ)) = C
(

1
2
, 1

2

)
, se sigue (6.46).

Ejemplo 6.8. Si Cθ es de la familia de FGM, βθ = θ
4
. 3

Ejemplo 6.9. Para la familia de Gumbel, Cθ(u, v) = exp
[
−
(
(− log u)θ + (− log v)θ

) 1
θ

]
con θ ∈ [1,∞),

C

(
1

2
,
1

2

)
= exp

[
−2

1
θ log 2

]
= 2−2

1
θ , (6.47)

con lo cual βθ = 22−2
1
θ − 1. 3

Teorema 6.13. Si X e Y son dos variables continuas, βX,Y es una medida de concor-

dancia.

Demostración. Es trivial usando (6.46) y las propiedades de las cópulas.

6.1.5. Relación entre las medidas de concordancia

A continuación se estudia la relación entre las distintas medidas de concordancia vistas.

En particular, entre las dos más utilizadas: la Tau de Kendall y la Rho de Spearman.

Estas relaciones son interesantes cuando conocemos una medida, pues podemos delimitar

el rango en el que se va a mover otra medida relacionada (útil cuando no es calculable

anaĺıticamente). En ese sentido, el Teorema 6.16 proporciona cotas para τ , ρ y γ a partir

de β, cuyo cálculo es trivial.

La principal relación entre τ y ρ está recogida en el Corolario 6.4. Para probarlo, se

necesitan dos teoremas. Sus demostraciones no son complicadas pero śı un poco largas,

por lo que las vamos a omitir. Se pueden ver en [59].

Teorema 6.14. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas, y τ y ρ las medidas de

Kendall y Spearman. Entonces

−1 ≤ 3τ − 2ρ ≤ 1. (6.48)

Teorema 6.15. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas, y τ y ρ las medidas de

Kendall y Spearman. Entonces

1 + ρ

2
≥
(

1 + τ

2

)2

, (6.49)
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Eduardo Garćıa Portugués



6.1. Medidas de concordancia 147

1− ρ
2
≥
(

1− τ
2

)2

. (6.50)

Ordenando (6.49) y (6.50), se tiene:

Corolario 6.4. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas, y τ y ρ las medidas de

Kendall y Spearman. Entonces

3τ − 1

2
≤ ρ ≤ 1 + 2τ − τ 2

2
, τ ≥ 0, (6.51)

τ 2 + 2τ − 1

2
≤ ρ ≤ 1 + 3τ

2
, τ ≤ 0. (6.52)

La Figura 6.2 muestra la región delimitada por las restricciones (6.51) y (6.52). En [59, 45]

se pueden ver varias cópulas con (τ, ρ) en la frontera de la región, lo que muestra que la

región es la óptima posible y no puede ser “estrechada”.

ρ

τ

−1 −1
2

1
2

1

−1

−1
2

1
2

1

Figura 6.2: Región para (τ, ρ) en variables continuas.

El siguiente teorema se obtiene como aplicación directa del Teorema 3.3, ya que al conocer

β, sabemos que la imagen del punto
(

1
2
, 1

2

)
por C es β+1

4
y se pueden calcular τ , ρ y γ

para las cotas dadas por dicho teorema. En [59] se puede ver con más detalle.

Teorema 6.16. Si X e Y son variables aleatorias continuas con cópula C, se tienen las

siguientes relaciones entre la Beta de Blomqvist y la Tau de Kendall, la Rho de Spearman

y la Gamma de Gini:

1

4
(1 + β)2 − 1 ≤ τ ≤ 1− 1

4
(1− β)2 , (6.53)
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148 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

3

16
(1 + β)3 − 1 ≤ ρ ≤ 1− 3

16
(1− β)3 , (6.54)

3

8
(1 + β)2 − 1 ≤ γ ≤ 1− 3

8
(1− β)2 . (6.55)

La Figura 6.3 muestra las regiones para (β, τ), (β, ρ) y (β, γ). Frente a la ventaja del fácil

cálculo de β está el inconveniente de que las regiones son bastante amplias.

τ

β

−1 −1
2

1
2

1

−1

−1
2

1
2

1

ρ

β

−1 −1
2

1
2

1

−1

−1
2

1
2

1

γ

β

−1 −1
2

1
2

1

−1

−1
2

1
2

1

Figura 6.3: Regiones para (β, τ), (β, ρ) y (β, γ) en variables continuas.

6.2. Medidas de dependencia

En 1959, Rényi [65] propuso una serie de axiomas para lo que llamaŕıa medidas de de-

pendencia. Estas medidas van a medir la dependencia entre dos variables X e Y de una

forma distinta a como lo hacen las medidas de concordancia, pues no distinguirán entre

dependencia positiva y negativa. Expresado en términos de la correlación lineal, las me-

didas de concordancia se comportan como r (como ya vimos, de una forma más flexible)

y las de dependencia como |r|.
Hay mucha bibliograf́ıa sobre este tema y sobre la elección de los axiomas deseables,

pues los axiomas de Rényi son considerados demasiado estrictos. Nosotros seguiremos los

de Schweizer y Wolff [73], algo más permisivos y que enunciamos convenientemente en

términos de cópulas.
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6.2. Medidas de dependencia 149

Definición 6.7. Una medida numérica δ entre dos variables X e Y continuas cuya cópula

es C es una medida de dependencia si satisface los siguientes axiomas:

i. δ está definida para cualquier par de variables aleatorias continuas.

ii. δX,Y = δX,Y .

iii. 0 ≤ δX,Y ≤ 1.

iv. δX,Y = 0 si y sólo si X e Y son independientes.

v. δX,Y = 1 si y sólo si X e Y son funciones monótonas crecientes una de la otra.

vi. Si α y β son funciones estrictamente monótonas en RanX y RanY , entonces δα(X),β(Y ) =

δX,Y .

vii. Si la distribución conjunta de X e Y es una normal bivariante con coeficiente de

correlación r, entonces δX,Y es una función φ estrictamente creciente de |r|.

viii. Si {(Xn, Yn)} es una sucesión de variables aleatorias continuas con cópulas Cn, y si

{Cn} converge puntualmente a C, entonces ĺımn→∞ δCn = δC .

Estos axiomas difieren de los de Rényi en los siguientes puntos:

No están restringidos a variables continuas.

v era “δX,Y = 1 si y sólo si o X = f(Y ) o Y = g(X) para ciertas funciones f y g

Borel medibles”.

vi era “Si f y g son funciones Borel medibles e inyectivas, entonces δf(X),g(Y ) = δX,Y ”.

En vii, se requeŕıa que δX,Y fuese exactamente |r|.

No se inclúıa viii.

Bajo estos axiomas, Rényi probó que la única medida de dependencia que satisfaćıa estos

axiomas era el coeficiente de correlación máximo:

δX,Y = sup
f,g Borel med.

Corr (f(X), g(Y )) . (6.56)

Esta medida tiene los inconvenientes de que no es fácilmente calculable y que alcanza la

cota superior 1 en “demasiadas ocasiones”, lo que justifica la relajación de los axiomas.

Un problema que aparećıa con las medidas de concordancia es que sólo aportaban con-

diciones suficientes para la independencia y la dependencia perfecta (tanto comonótona
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150 Caṕıtulo 6. Medidas de dependencia y cópulas

como contramonótona). En el caso particular de la Tau de Kendall y la Rho de Spearman,

los Teoremas 6.6 y 6.9 caracterizaban la dependencia perfecta positiva y negativa, pero

no la independencia.

Las medidas de dependencia caracterizan la independencia, con la consiguiente pérdi-

da de información acerca de la naturaleza de la dependencia (positiva o negativa). Este

problema se debe a la incompatibilidad entre el axioma IV de la Definición 6.7 y

el axioma V de la Definición 6.2 (ver [20]). A modo de resumen:

Medidas de concordancia: mı́nimas/máximas cuando las variables son comonótona-

s/contramonótonas, con signo, no caracterizan la independencia. τ y ρ caracterizan

la dependencia monótona creciente y decreciente. Se comportan como r.

Medidas de dependencia: mı́nimas cuando las variables son independientes y máxi-

mas cuando son dependientes monótonas perfectas. Caracterizan la independencia

y la dependencia monótona perfecta. Se comportan como |r|.

El axioma vii muestra la relación de las medidas de dependencia con |r|. La relación de

las de concordancia con r está dada por el siguiente teorema, con demostración en [70].

Teorema 6.17. Si la distribución conjunta de X e Y es una normal bivariante con

coeficiente de correlación r y κ es una medida de concordancia, entonces κX,Y es una

función monótona creciente de r.

6.2.1. Sigma de Schweizer y Wolff

La medida de dependencia más conocida en el contexto de las cópulas es la Sigma de

Schweizer y Wolff. Como se comentaba antes, surge de manera natural al considerar la

distancia L1 entre las superficies de C y Π.

Definición 6.8. Dadas dos variables aleatorias X e Y con cópula asociada C, se define

la Sigma de Schweizer y Wolff como

σ = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

|C(u, v)− uv| dudv. (6.57)

Con el siguiente teorema se prueba que σ es una medida de dependencia. Se debe a

Schweizer y a Wolff y su demostración se encuentra en [73].

Teorema 6.18. Sean X e Y variables continuas con cópula C. Entonces σC es una

medida de dependencia con la función φ dada por

φ(|r|) =
6

π
arc sen

(
|r|
2

)
. (6.58)
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Esta medida se podŕıa generalizar para distancias Lp mediante

(
kp

∫ 1

0

∫ 1

0

|C(u, v)− uv|p dudv
) 1

p

, kp =
Γ(2p+ 3)

2Γ2(p+ 1)
. (6.59)

6.3. Dependencia de las colas

Supongamos que X e Y son dos variables aleatorias que miden los beneficios de ciertos

activos económicos. Las grandes pérdidas de X e Y (valores extremos inferiores) pueden

estar muy correladas, por ejemplo debido a una crisis en algún sector, lo que hace necesario

cuantificar esa dependencia a la hora de invertir en ellos. Para medir esta dependencia se

definen los coeficientes de dependencia en las colas.

Definición 6.9. Sean X e Y variables aleatorias continuas con funciones de distribución

F y G. Se define el coeficiente de dependencia de la cola superior como

λU = ĺım
u→1−

P
{
Y > G(−1)(u)|X > F (−1)(u)

}
. (6.60)

De forma similar, el coeficiente de dependencia de la cola inferior se define como

λL = ĺım
u→0+

P
{
Y ≤ G(−1)(u)|X ≤ F (−1)(u)

}
. (6.61)

Otra manera equivalente de definir λU y λL es considerar U = F (X) y V = G(Y ) y aśı:

λU = ĺım
u→1−

P {V > u|U > u} , (6.62)

λL = ĺım
u→0+

P {U ≤ u|V ≤ u} . (6.63)

En la definición estamos suponiendo que estos ĺımites existen.

Observación 6.5. Los coeficientes λU y λL pertenecen a [0, 1] y se interpretan como:

Si λU = 0, entonces X e Y son independientes en la cola superior.

Si λU ∈ (0, 1], entonces X e Y son dependientes en la cola superior.

Si λU = 0, entonces X e Y son independientes en la cola inferior.

Si λL ∈ (0, 1], entonces X e Y son dependientes en la cola inferior.

�
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Teorema 6.19. Sean X e Y variables aleatorias continuas con cópula C, cuya sección

diagonal es δC. Entonces

λU = 2− ĺım
u→1−

1− C(u, u)

1− u
= 2− δ′C(1−), (6.64)

λL = ĺım
u→0+

C(u, u)

u
= δ′C(0+). (6.65)

Demostración. Usando la definición de probabilidad condicional y que U y V son unifor-

mes,

P {V > u|U > u} =
P {V > u, U > u}

P {U > u}
=
C// (u, u)

1− u
=

1− 2u+ C(u, u)

1− u

= 2− 1− C(u, v)

1− u
.

Aplicando el ĺımite a la anterior expresión se obtiene (6.64). Para λL es similar, pues para

obtener (6.64) sólo hay que aplicar el ĺımite a

P {V ≤ u|U ≤ u} =
P {V ≤ u, U ≤ u}

P {U ≤ u}
=
C(u, u)

u
.

Ejemplo 6.10. La única cópula de W , Π y M que tiene dependencia en las colas es M ,

como se observa en la Tabla 6.1. 3

W Π M
λU 0 0 1
λL 0 0 1

Tabla 6.1: Dependencia en las colas para W , Π y M .

Ejemplo 6.11. Sea Cθ(u, v) = θM(u, v) + (1− θ)Π(u, v). Esta cópula tiene dependencia

en ambas colas. La forma más rápida de hallar λU y λL es calcular δ′θ:

δ′θ(u) = θ + 2(1− θ)u

y aśı,

λU = 2− δ′θ(1−) = 2− (θ + 2− 2θ) = θ,

λL = δ′θ(0
+) = θ.

3
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Para cópulas que no tienen una forma cerrada sencilla, las expresiones (6.64) y (6.64)

pueden no ser muy útiles. Para solucionar el problema, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.5. Dada una cópula C,

λU = 2 + ĺım
u→1−

(
∂C(s, t)

∂s

∣∣∣∣
s=t=u

+
∂C(s, t)

∂t

∣∣∣∣
s=t=u

)
= ĺım

u→1−
(P {V > u|U = u}+ P {U > u|V = u}) , (6.66)

λL = ĺım
u→1+

(
∂C(s, t)

∂s

∣∣∣∣
s=t=u

+
∂C(s, t)

∂t

∣∣∣∣
s=t=u

)
= ĺım

u→0+
(P {V < u|U = u}+ P {U < u|V = u}) . (6.67)

Demostración. Por la regla de la cadena, dC(u,u)
du

= ∂C(s,t)
∂s

∣∣∣
s=t=u

+ ∂C(s,t)
∂t

∣∣∣
s=t=u

. Por otro

lado, vimos en (5.1) cómo se expresaba la distribución condicional de una cópula, con lo

cual ∂C(s,t)
∂s

∣∣∣
s=t=u

= P {V ≤ u|U = u} y ∂C(s,t)
∂t

∣∣∣
s=t=u

= P {U ≤ u|V = u}. Basta aplicar

estas igualdades y la regla de L’Hôpital en (6.64) y (6.65).

Ejemplo 6.12. Con este corolario podemos calcular λU y λL para la cópula Gaussiana con

coeficiente de correlación ρ, |ρ| < 1. Como CGa
ρ es simétrica, la expresiones (6.66) y (6.67)

se simplifican a λU = 2 ĺımu→1− P {V > u|U = u} y λL = 2 ĺımu→0+ P {V < u|U = u}.
Si denotamos X = Φ−1(V ) e Y = Φ−1(U), X, Y ∼ N (0, 1) y además Y |X = x ∼
N (ρx, 1− ρ2). Entonces:

λU = 2 ĺım
u→1−

P {V > u|U = u} = 2 ĺım
x→∞

P {Y > x|X = x}

= 2 ĺım
x→∞

Φ̂

(
x− ρx√

1− ρ2

)
= 2 ĺım

x→∞
Φ̂

(
x

√
1− ρ
1 + ρ

)
= 0,

λL = 2 ĺım
u→0+

P {V < u|U = u} = 2 ĺım
x→−∞

P {Y < x|X = x}

= 2 ĺım
x→−∞

Φ

(
x

√
1− ρ
1 + ρ

)
= 0.

Con lo cual la cópula Gaussiana es independiente en las colas, uno de los motivos

por lo que no es adecuada para modelizar variables potencialmente dependientes en las

colas (por ejemplo, variables de tipo económico). 3

Corolario 6.6. Si C es una cópula Arquimediana con generador ϕ, entonces

λU = 2− ĺım
u→1−

1− ϕ[−1](2ϕ(u))

1− u
= 2− ĺım

x→0+

1− ϕ[−1](2x)

1− ϕ[−1](x)
, (6.68)
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λL = ĺım
u→0+

ϕ[−1](2ϕ(u))

u
= ĺım

x→∞

ϕ[−1](2x)

ϕ[−1](x)
. (6.69)

Demostración. Las primeras igualdades son triviales por el teorema. Las segundas se

obtienen con el cambio de variable x = ϕ(u), con lo cual u = ϕ[−1](x), ϕ(1−) = 0+, con

inversa ϕ(0+) =∞.

Ejemplo 6.13. Sea Cθ la cópula de Gumbel. Su generador era ϕθ(t) = (− log t)θ y

ϕ−1
θ (t) = exp

(
−t 1θ

)
. Entonces:

λU = 2− ĺım
x→0+

1− ϕ[−1]
θ (2x)

1− ϕ[−1]
θ (x)

= 2− ĺım
x→0+

1− exp
(
−(2x)

1
θ

)
1− exp

(
−x 1

θ

)
L′Hôpital

= 2− 2
1
θ · ĺım

x→0+

(
exp

(
−x

1
θ

))2
1
θ

= 2− 2
1
θ
−1,

λL = ĺım
x→∞

ϕ[−1](2x)

ϕ[−1](x)
= ĺım

x→∞

exp
(
−(2x)

1
θ

)
exp

(
−x 1

θ

)
= ĺım

x→∞
exp

(
−x

1
θ

)2
1
θ
−1

= 0.

3

Teorema 6.20. Si λ̂U , λ̂L son los parámetros de dependencia de una cópula de supervi-

vencia Ĉ y λU , λL los de la cópula C, entonces λ̂U = λL y λ̂L = λU .

Demostración. Con un sencillo cálculo se comprueba que λ̂U = λL:

λ̂U = 2− ĺım
u→1−

1− Ĉ(u, u)

1− u
= 2− ĺım

u→1−

2u− 1 + C(1− u, 1− u)

1− u

= ĺım
u→1−

C(1− u, 1− u)

1− u
= ĺım

v→0+

C(v, v)

v
= λL. (6.70)

Como
ˆ̂
λU = λU , aplicando (6.70) se prueba λ̂L = λU .
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6.4. Cópulas emṕıricas y medidas de concordancia

muestrales

Es bien conocido que la función de distribución emṕırica de una m.a.s.7 X1, . . . , Xn de la

variable X, está dada por

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x}. (6.71)

Del mismo modo, podemos definir la función de distribución emṕırica bivariante para una

m.a.s. (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) del vector (X, Y ),

Hn(x, y) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi≤x,Yi≤y}. (6.72)

Además, Hn tendrá por marginales a Fn(x) = Hn(x,−∞) = 1
n

∑n
i=1 1{Xi≤x} y Gn(y) =

Hn(−∞, y) = 1
n

∑n
i=1 1{Yi≤y}.

Entonces, una forma de definir la cópula emṕırica de una m.a.s. (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) es

utilizar el Corolario 1.2 con Hn, Fn y Gn:

Cn(u, v) = Hn

(
F (−1)
n (u), G(−1)

n (v)
)

=
1

n

n∑
k=1

1{
Xk≤F

(−1)
n (u),Yk≤G

(−1)
n (v)

} (6.73)

El gran problema que surge es que Cn no es única, debido a que el Corolario 1.2 estaba

enunciado para subcópulas y a que Fn y Gn nunca son continuas. Por eso Deheuvels

[13] propuso una definición alternativa, que genera una función Cn única, pero con el

inconveniente de que no es una cópula (su dominio no es I2), ni una subcópula (el dominio

tampoco contiene al (0, 0)).

Ambas definiciones se usan en la literatura, pues según los contextos una es más adecuada

que la otra. Por ejemplo, [71] usa la definición (6.73) para trabajar en la convergencia de

los estimadores de las medidas de concordancia, mientras que en [8, 18, 59] se prefiere la

Definición 6.10.

Definición 6.10. Sea {(Xk, Yk)}nk=1 una muestra de tamaño n de una distribución con-

tinua bivariante. La cópula emṕırica asociada a esta muestra es la función Cn dada por

Cn

(
i

n
,
j

n

)
=

#
{

(x, y) ∈ {(Xk, Yk)}nk=1 |x ≤ X(i), y ≤ Y(j)

}
n

, (6.74)

donde X(i) e Y(j), 1 ≤ i, j ≤ n denotan los estad́ısticos ordenados de la muestra. El

dominio de esta función es la rejilla R =
{(

i
n
, j
n

)
: 1 ≤ i, j ≤ n

}
.

7Muestra aleatoria simple.
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Se define la frecuencia de la cópula emṕırica cn como

cn

(
i

n
,
j

n

)
=

{
1
n
, si

(
X(i), Y(j)

)
∈M

0, en otro caso
. (6.75)

Observación 6.6. La cópula emṕırica Cn es en realidad la subcópula C ′n de (6.73) restrin-

gida a la rejilla R, pues las expresiones (6.73) y (6.74) son equivalentes en R. �

La frecuencia emṕırica cn jugará el papel de la densidad de Radon–Nikodym (función de

masa de probabilidad) para la cópula emṕırica Cn [59].

Teorema 6.21. Las relaciones entre la cópula emṕırica Cn y su frecuencia cn son:

Cn

(
i

n
,
j

n

)
=

i∑
p=1

j∑
q=1

cn

(p
n
,
q

n

)
, (6.76)

cn

(
i

n
,
j

n

)
= Cn

(
i

n
,
j

n

)
− Cn

(
i− 1

n
,
j

n

)
− Cn

(
i

n
,
j − 1

n

)
+ Cn

(
i− 1

n
,
j − 1

n

)
.

(6.77)

Dada la muestra {(xk, yk)}nk=1, las medidas muestrales de la Rho de Spearman, la Tau

de Kendall y la Gamma de Gini se pueden expresar a través de la cópula emṕırica me-

diante el Teorema 6.22. La demostración del teorema, un poco larga para exponerla aqúı,

se encuentra en [59].

Si c denota el número de pares concordantes8 en la muestra y d el número de discordantes,

la Tau de Kendall muestral se define como la diferencia entre c y d partida por el total

de pares:

t =
c− d(
n
2

) =
2(c− d)

n2 − n
. (6.78)

Para una observación (xi, yi), los rangos pi y qi se definen como los ı́ndices tales que

(xi, yi) =
(
x(pi), y(qi)

)
. Aśı, la Rho de Spearman muestral se define como un promedio de

la diferencia cuadrática de rangos:

r = 1− 6

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(pi − qi)2. (6.79)

Otra forma equivalente de definir r, y que es más útil para expresarla en función de Cn,

8(xi, yi) y (xj , yj) son concordantes si (xi−xj)(yi−yj) > 0 y son discordantes si (xi−xj)(yi−yj) < 0.
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es

r =
12

n(n2 − 1)

[
n−1∑
k=1

kRk −
n(n+ 1)2

4

]
, (6.80)

donde Rk es el ı́ndice de la muestra ordenada de Y que hace que
(
x(k), y(Rk)

)
esté en la

muestra.

En cuanto a la Gamma de Gini muestral, ésta se define como

g =
1⌊
n2

2

⌋ [ n∑
i=1

|pi + qi − n− 1| −
n∑
i=1

|pi − qi|

]
. (6.81)

Teorema 6.22. Sean Cn y cn la cópula emṕırica y la función de frecuencia de la cópula

emṕırica para la muestra {(xk, yk)}nk=1 . Si r, t y g son las versiones muestrales de la Rho

de Spearman, la Tau de Kendall y la Gamma de Gini, entonces:

t =
2n

n− 1

n∑
i=2

n∑
j=2

[
Cn

(
i

n
,
j

n

)
Cn

(
i− 1

n
,
j − 1

n

)
−Cn

(
i

n
,
j − 1

n

)
Cn

(
i− 1

n
,
j

n

)]
, (6.82)

r =
12

n2 − 1

n∑
i=1

n∑
j=1

[
Cn

(
i

n
,
j

n

)
− i

n
· j
n

]
, (6.83)

g =
2n⌊
n2

2

⌋ {n−1∑
i=1

Cn

(
i

n
, 1− i

n

)
−

n∑
i=1

[
i

n
− Cn

(
i

n
,
i

n

)]}
. (6.84)

También se pueden definir las versiones muestrales de los coeficientes de dependencia de

la colas, denotados por λ̂U y λ̂L
9, a través de la cópula emṕırica [18]:

λ̂U = 2− ĺım
t→n

1− Cn
(
t
n
, t
n

)
1− t

n

, (6.85)

λ̂L = ĺım
t→0

Cn
(
t
n
, t
n

)
t
n

. (6.86)

9Aqúı λ̂ denota estimación y no el coeficiente de dependencia de las colas para una cópula de super-
vivencia.
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6.5. Dependencia de cuadrantes y monotońıa de co-

las

Cuando dos variables aleatorias X e Y son independientes estocásticamente, su distribu-

ción conjunta se factoriza en las marginales: P {X ≤ x, Y ≤ y} = P {X ≤ x}P {Y ≤ y}.
A partir de esta situación, podemos definir un nuevo tipo de dependencia.

Definición 6.11. Sean X e Y dos variables aleatorias. Se dice que X e Y son dependientes

positivas en cuadrante10 (PQD) si para todo (x, y) en R2,

P {X ≤ x, Y ≤ y} ≥ P {X ≤ x}P {Y ≤ y} . (6.87)

Análogamente, X e Y son dependientes negativas en cuadrante (NQD) si para todo (x, y)

en R2,

P {X ≤ x, Y ≤ y} ≤ P {X ≤ x}P {Y ≤ y} . (6.88)

De esta forma X e Y son PQD si la probabilidad de que sean simultáneamente grandes

(o pequeñas) es como mı́nimo mayor que esta probabilidad cuando X e Y son indepen-

dientes. En esta definición, entran variables que tienen una dependencia muy débil o son

independientes hasta variables comonótonas (para PQD) o contramonótonas (para NQD).

Por aplicación directa del Teorema de Sklar, se puede caracterizar la dependencia positiva

y negativa en cuadrante a través de las cópulas.

Teorema 6.23. Si X e Y son variables aleatorias continuas, con cópula C, entonces:

X e Y son PQD⇔ CXY � Π, (6.89)

X e Y son NQD⇔ CXY ≺ Π. (6.90)

Como es de esperar, si dos variables son PQD, sus medidas de concordancia serán no

negativas, pues hay una dependencia positiva.

Teorema 6.24. Sean X e Y son variables aleatorias continuas con cópula CXY . Si X e

Y son PQD, entonces

3τX,Y ≥ ρX,Y ≥ 0, γX,Y ≥ 0 y βX,Y ≥ 0. (6.91)

Si X e Y son NQD, entonces

3τX,Y ≤ ρX,Y ≤ 0, γX,Y ≤ 0 y βX,Y ≤ 0. (6.92)

10En inglés, “positively quadrant dependent” y “negatively quadrant dependent”.
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Demostración. Lo probaremos para (6.91), pues (6.92) es análogo. Como C � Π, por la

monotońıa de Q, Q(C,C) ≥ Q(C,Π) ≥ Q(Π,Π) = 0, con lo que 3τC ≥ ρC ≥ 0. De forma

similar,

γC = Q(C,M) +Q(C,W ) ≥ Q(Π,M) +Q(Π,W ) =
1

3
− 1

3
= 0.

Por último, βC = 4C
(

1
2
, 1

2

)
− 1 ≥ 41

4
− 1 = 0.

La expresión (6.87) para la PQD puede ser reescrita en términos de probabilidad condi-

cionada:

P {Y ≤ y|X ≤ x} =
P {X ≤ x, Y ≤ y}

P {X ≤ x}
≥ P {Y ≤ y} = P {Y ≤ y|X ≤ ∞} . (6.93)

Una condición más fuerte seŕıa exigir que para cada y ∈ R, P {Y ≤ y|X ≤ x} fuese una

función no creciente de x. Por ejemplo, si X e Y son dos variables que miden el tiempo

de vida de dos componentes y verifican la nueva condición, entonces la probabilidad de

que Y tenga un tiempo de vida corto decrece a medida que aumenta el tiempo de vida

de X. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 6.12. Sean X e Y dos variables aleatorias.

i. Y es decreciente en la cola izquierda enX, denotado por LTD(Y |X) si P {Y ≤ y|X ≤ x}
es una función no creciente de x para todo y.

ii. Y es creciente en la cola derecha en X, denotado por RTI(Y |X) si P {Y > y|X > x}
es una función no decreciente de x para todo y.

Observación 6.7. En la Definición 6.12, sólo se han tratado las extensiones de la PQD,

pero también están las de la NQD:

i. Y es creciente en la cola izquierda enX, denotado por LTI(Y |X) si P {Y ≤ y|X ≤ x}
es una función no decreciente de x para todo y.

ii. Y es decreciente en la cola derecha enX, denotado por RTD(Y |X) si P {Y > y|X > x}
es una función no creciente de x para todo y.

Los siguientes resultados se exponen sólo para LTD y RTI, pues para LTI y RTD son

análogos. �

Teorema 6.25. Si LTD(X|Y ) o RTI(Y |X), entonces X e Y son PQD.

Demostración. Es obvio que si LTD(X|Y ), entonces PQD(X,Y ), por (6.93).

Para RTI(X|Y ) es similar, debido a la equivalencia entre las condiciones P {X ≤ x, Y ≤ y} ≥
P {X ≤ x}P {Y ≤ y} y P {X > x, Y > y} ≥ P {X > x}P {Y > y}.
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La caracterización de las propiedades LTD y RTI a través de cópulas se establece con el

siguiente teorema.

Teorema 6.26. Sean X e Y son variables aleatorias continuas con cópula C. Entonces:

i. LTD(Y |X) si y sólo si para todo v en I, C(u,v)
u

es no decreciente en u.

ii. RTI(X|Y ) si y sólo si para todo v en I, v−C(u,v)
1−u es no decreciente en u.

Demostración. Sean F y G las distribuciones de X e Y . Si U = F (X) y V = G(Y ), como

F y G son no decrecientes,

P {Y ≤ y|X ≤ x} = P {V ≤ v|U ≤ u} =
P {U ≤ u, V ≤ v}

P {U ≤ u}
=
C(u, v)

u
,

de donde se sigue i. Análogamente, RTI(X|Y ) si

P {Y > y|X > x} = P {V > v|U > u} =
C// (u, v)

1− u
=

1− u− v + C(u, v)

1− u

es no decreciente en u, lo cual equivale a que v−C(u,v)
1−u sea no creciente en u.

A menudo, las condiciones del Teorema 6.26 son dif́ıciles de evaluar y resulta más práctico

este corolario.

Corolario 6.7. Sean X e Y variables aleatorias continuas con cópula C. Entonces:

i. LTD(Y |X) si y sólo si para todo v en I, ∂C(u,v)
∂u

≤ C(u,v)
u

para casi todo u.

ii. RTI(X|Y ) si y sólo si para todo v en I, ∂C(u,v)
∂u

≥ v−C(u,v)
1−u para casi todo u.

Demostración. Usando el Teorema 1.4, las nuevas condiciones se deducen de que para

todo v y casi todo u, ∂
∂u

(
C(u,v)
u

)
≤ 0 y ∂

∂u

(
v−C(u,v)

1−u

)
≤ 0.

El Teorema 6.24 puede ser mejorado en la desigualdad de τ y ρ, mediante el siguiente

resultado, cuya demostración se puede ver en [59].

Teorema 6.27. Sean X e Y variables aleatorias continuas. Si LTD(Y |X) y RTI(Y |X),

entonces ρX,Y ≥ τX,Y ≥ 0. Si LTI(Y |X) y RTD(Y |X), entonces ρX,Y ≤ τX,Y ≤ 0.
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6.6. Dependencia multivariante

Las medidas de concordancia vistas anteriormente (aśı como la Sigma de Schweizer y

Wolff) se pueden extender de forma natural a una dimensión superior n, simplemente

estableciendo medidas en pares en una matriz n×n, tal y como se hace con la correlación

lineal.

También es posible una extensión a una medida de dependencia real n–variante. En con-

creto, Nelsen [57] prueba una versión análoga al Teorema 6.2 para cópulas n–variantes, que

proporciona una función Qn análoga a Q. Con esta función, las versiones multivariantes

de la Tau de Kendall y la Rho de Spearman son

τn,C = Qn(C,C) y ρn,C =
(n+ 1)(2n−1 − 1)

2n − (n+ 1)
Qn(C,Πn). (6.94)

Es decir:

τn,C =
1

2n−1 − 1

[
2n
∫
In
C(u1, . . . , un)dC(u1, . . . , un)− 1

]
, (6.95)

ρn,C =
n+ 1

2n − (n+ 1)

[
2n
(∫

In
C(u1, . . . , un)du1 · · · dun

+

∫
In

Πn(u1, . . . , un)dC(u1, . . . , un)

)
− 1

]
. (6.96)

En cuanto a la Beta de Blomqvist, Nelsen [57] propone la siguiente extensión:

βn,C =
1

2n−1 − 1

[
2nC

(
1

2
, . . . ,

1

2

)
− 1

]
. (6.97)

Conviene recordar que, tal y como suele suceder al extender conceptos a dimensiones

superiores, las extensiones de estas medidas no son únicas. Por ejemplo, en [71] se propone

la siguiente extensión de la beta de Blomqvist:

βn,C =
1

2n−1 − 1

[
2n
(
C

(
1

2
, . . . ,

1

2

)
+ Ĉ

(
1

2
, . . . ,

1

2

))
− 1

]
. (6.98)

La extensión de la Gamma de Gini es más complicada, debido a que W n no es una cópula

para n ≥ 3. Recordemos que γC ponderaba la distancia de C a M y W . Tratar de extender

esta medida a n–cópulas como la distancia de la n–cópula C a Mn y W n no tiene sentido:

W n no es una copula y, lo que es más importante, ya no juega el papel simétrico de Mn

con respecto a Πn, pues la distancia de W n a Πn es menor. Esto se puede comprobar
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viendo el n–volumen comprendido entre Mn y Πn, denotado por an y entre W n y Πn,

denotado por bn:

an =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

[Mn(u1, . . . , un)− Πn(u1, . . . , un)] du1 · · · dun =
1

n+ 1
− 1

2n
,

bn =

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

[Πn(u1, . . . , un)−W n(u1, . . . , un)] du1 · · · dun =
1

2n
− 1

(n+ 1)!
.

Aśı, ĺımn→∞
bn
an

= 0 y por tanto una media entre las distancias de C a Mn y a W n va a

estar sesgada hacia W n. Una extensión válida de la Gamma de Gini, que soluciona este

problema, se puede ver en [71].

La Sigma de Schweizer y Wolff, gracias a medir el n–volumen (sin signo) entre C y Πn no

presenta los problemas de la Gamma de Gini y se puede generalizar fácilmente:

σn,C =
2n(n+ 1)

2n − (n+ 1)

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

|C(u1, . . . , un)− u1 · · ·un| du1 · · · dun. (6.99)

Finalizamos la sección con la extensión multivariante de dependencia en cuadrante: la

dependencia en ortante.

Definición 6.13. Sea X = (X1, . . . , Xn) un vector aleatorio n–dimensional.

i. X es dependiente positivo en el ortante inferior 11 (PLOD) si para todo x = (x1, . . . , xn)

en Rn,

P {X ≤ x} ≥
n∏
i=1

P {Xi ≤ xi} . (6.100)

ii. X es dependiente positivo en el ortante superior (PUOD) si para todo x = (x1, . . . , xn)

en Rn,

P {X > x} ≥
n∏
i=1

P {Xi > xi} . (6.101)

iii. X es dependiente positiva en ortante (POD) si para todo x en Rn se verifican (6.100)

y (6.101).

De forma análoga, se puede definir la dependencia negativa en el ortante superior (NLOD),

la dependencia negativa en el ortante inferior (NUOD) y la dependencia negativa en

ortante (NOD).

11En ingles, “positevely lower orthant dependent” y “positevely upper orthant dependent”.
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6.6. Dependencia multivariante 163

Observación 6.8. En el caso n = 2 PLOD y PUOD equivalen (ver demostración del

Teorema 6.25). �

Teorema 6.28. Si X es un vector aleatorio con marginales continuas y n–cópula C,

entonces

X es PLOD⇔ C ≺ Πn y X es PUOD⇔ C// ≺ Πn/, (6.102)

siendo Πn/ (u1, . . . , un) = (1− u1) · · · (1− un).

Demostración. Lo único que hay que probar es la forma de Πn/ , y se puede ver usando

(2.33) y expandiendo
∏n

i=1(1− u1) de forma combinatoria.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Caṕıtulo 7

Aplicaciones

7.1. Aplicación a la regresión cuantil

Dadas dos variables X e Y , la curva de regresión y = ỹ(x) = E [Y |X = x] establece el

valor esperado de Y (su media) para cada valor de X. Cuando se estima esta curva, es

habitual considerar distintas estructuras para ỹ(x), dando lugar a distintos modelos de

regresión: lineales, polinómicos, loǵısticos, lineales generalizados, . . . Estos modelos están

determinados por ciertos coeficientes que se han de estimar.

Otra alternativa a usar la media para establecer el valor esperado de Y es utilizar la

mediana, o de forma más general, el p–cuantil de Y dada X = x.

Definición 7.1. Sean X e Y dos variables aleatorias y p ∈ (0, 1). Para x en RanX, sea

y = ỹ(x) la solución de la ecuación P {Y ≤ y|X = x} = p. Entonces la curva y = ỹp(x) es

la curva de regresión p–cuantil de Y sobre X. Para el caso en el que p = 1
2
, el cuantil es

la mediana e y = ỹp(x) es la curva de regresión en mediana de Y sobre X.

Según esta definición, una observación (x, y) de (X, Y ) tiene probabilidad p de estar por

debajo de la gráfica de y = ỹp(x). La regresión cuantil tiene ciertas ventajas sobre la

regresión en media: es más robusta frente a datos at́ıpicos y permite un ajuste del grado

de predicción mediante la elección del cuantil p. Para un estudio más detallado sobre este

tema, ver [42].

Las cópulas guardan una relación especial con las curvas de regresión cuantil. Esta relación

no es extraña: una cópula es la distribución conjunta de los cuantiles de dos variables

aleatorias. Supongamos que X e Y son dos v.a. continuas con cópula C y marginales F y

G. En ese caso, U = F (X) y V = G(Y ) son variables uniformes con distribución conjunta

C. Como consecuencia de (5.1),

P {Y ≤ y|X = x} = P {V ≤ G(y)|U = F (x)} =
∂C(u, v)

∂u

∣∣∣∣u=F (x)
v=G(y)

. (7.1)
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Con esto podemos dar el siguiente algoritmo para el cálculo de la curva de regresión

p–cuantil:

Algoritmo 7.1. Sean X e Y v.a. continuas, con cópula C y marginales F y G. Para

hallar la curva de regresión p–cuantil y = ỹ(x) de Y sobre X:

i. Establecer ∂C(u,v)
∂u

= p.

ii. Resolver para la curva de regresión v = ṽ(u) de U sobre V .

iii. Reemplazar u = F (x) y v = G(y), con lo que tenemos

y = ỹp(x) = G−1 [ṽp(F (x))] . (7.2)

En el caso de que la cópula C sea Arquimediana con generador ϕ, v se despeja fácilmente

de la ecuación ∂C(u,v)
∂u

= p, resultando

v = ϕ[−1]

{
ϕ

[
(ϕ′)−1

(
ϕ′(u)

p

)]
− ϕ(u)

}
. (7.3)

Veamos un ejemplo de la aplicación de este algoritmo.

Ejemplo 7.1. Si U y V son uniformes cuya distribución conjunta es la cópula de Plackett

Cθ, θ en [0,∞], entonces

∂Cθ(u, v)

∂u
=

θv + (1− θ)C(u, v)

1 + (θ − 1) [u+ v − 2C(u, v)]
. (7.4)

v = ṽp(u) admite una expresión sencilla cuando p = 1
2
, es decir en la regresión en mediana:

v = ṽ 1
2
(u) =

1

θ + 1
+
θ − 1

θ + 1
u. (7.5)

La curva de regresión de V en U resulta ser la ĺınea que une
(
0, 1

θ+1

)
y
(
1, θ

θ+1

)
. Es

interesante ver las ĺıneas de regresión para los casos especiales C0 = W , C1 = Π y

C∞ = M : contramonotońıa (v = 1 − u), independencia (v = 1
2
) y comonotońıa (v = u),

respectivamente.

Si X e Y son v.a. continuas con cópula Cθ y marginales F y G, entonces la curva de

regresión en mediana es

y = ỹ 1
2
(x) = G−1

(
1

θ + 1
+
θ − 1

θ + 1
F (x)

)
. (7.6)

En la Figura 7.1 podemos ver la recta de regresión en mediana para la cópula de Plackett

con θ = 0.1, la curva de regresión en mediana para la distribución con marginales N (3, 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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y N (0, 5) y una muestra con 500 puntos. La muestra se expone para apreciar que aproxi-

madamente la mitad de ella está por debajo de la recta/curva de regresión en mediana.
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Figura 7.1: Regresión en mediana para la cópula de Plackett con θ = 3 y para la distri-
bución con marginales N (3, 1) y N (0, 5).

Hasta ahora hemos visto las curvas de regresión cuantil teóricas, dejando de lado su esti-

mación cuando la distribución conjunta de las variables es desconocida. Al igual que con

la regresión en media, a la hora de la estimación se suelen considerar distintas estructuras

para la función y = ỹp(x), obteniendo modelos paramétricos. Sin embargo, aqúı haremos

un tratamiento no paramétrico de la regresión cuantil, sin suponer ninguna estructura

particular de y = ỹp(x) y haciendo uso de las cópulas.

Supongamos que tenemos dos v.a. continuas X e Y , con marginales desconocidas y cópula

C conocida. En la siguiente sección veremos un método para estimar cópulas Arquime-

dianas a partir de la muestra, con lo que podemos suponer que ya tenemos una cópula C

modelando la dependencia entre las variables. Si {(Xi, Yi)}ni=1 es una muestra de (X, Y ),

podemos estimar las curvas de regresión p–cuantil sustituyendo F y G en la ecuación (7.2)

por sus estimaciones F̂ y Ĝ:

y = ỹp(x) = Ĝ(−1)
[
ṽp(F̂ (x))

]
. (7.7)

Las estimaciones de F y G se pueden obtener por máxima verosimilitud si son paramétri-

cas o por una estimación tipo núcleo. De momento, consideraremos la estimación de las

marginales por las distribuciones emṕıricas Fn y Gn, que también son no paramétricas.

En la siguiente sección aplicaremos la estimación núcleo para suavizar las curvas cuantiles

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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168 Caṕıtulo 7. Aplicaciones

estimadas de un conjunto de datos.

En los dos siguientes ejemplos simularemos una estimación de las curvas de los p–cuantiles

con p = 0.05, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95 para dos distribuciones con cópula conocida y margina-

les desconocidas. Los códigos de su implementación están el Apéndice C.

Ejemplo 7.2. Supongamos que la cópula de X e Y es la cópula Gaussiana CGa
ρ (u, v) =

Φρ (Φ−1(u),Φ−1(v)). Si x = Φ−1(u) e y = Φ−1(v), la derivada parcial de CGa
ρ con respecto

a u es

∂CGa
ρ (u, v)

∂u
=

∂
∂x

Φρ(x, y)

Φ′(x)
=

∫ y
−∞

1

2π
√

1−ρ2
exp

(
−(t2−2ρtx+x2)

2(1−ρ2)

)
dt

1√
2π

exp
(
−x2

2

) = Φ

(
y − ρx√

1− ρ2

)

= Φ

(
Φ−1(v)− ρΦ−1(u)√

1− ρ2

)
= p.

Despejando v, resulta

v = ṽp(u) = Φ
(
ρΦ−1(u) +

√
1− ρ2Φ−1(p)

)
. (7.8)

Si consideramos el vector aleatorio (X, Y ) ∼ CGa
ρ (F,G), con marginales1 F

d
= We(3, 2) y

G
d
= We(5, 5), la curva del p–cuantil es

y = ỹp(x) = G−1
(

Φ
(
ρΦ−1(F (x)) +

√
1− ρ2Φ−1(p)

))
. (7.9)

La estimación de estas curvas se obtiene reemplazando F−1 por F
(−1)
n y G por Gn. En la

Figura 7.2 se muestran dos gráficos con 500 simulaciones para la cópula Gaussiana con

ρ = 0.8 y para la distribución CGa
ρ (F,G). Los gráficos muestran las curvas reales de los

p–cuantiles (en rojo) y, para la distribución CGa
ρ (F,G), la estimación realizada en base

a la muestra de las curvas de los p–cuantiles (en azul). Conviene recordar que las curvas

están ordenadas de menor a mayor según su cuantil.

Como se puede ver, la aproximación es bastante buena salvo en los extremos inferior y

superior. Además dicha aproximación va a ser mejor en los cuantiles centrales. 3

Ejemplo 7.3. Vamos a repetir el ejemplo anterior con la cópula de Frank. En el Caṕıtulo

5 hab́ıamos calculado su distribución condicional y se hab́ıa despejado, de forma que con

sustituir v2, u1 y u2 por p, u y v en (5.18) y reordenar el resultado tenemos:

v = ṽp(u) = −1

θ
log
(

1− (1− e−θ)
[
1 + e−θu(p−1 − 1)

]−1
.
)

(7.10)

1We(λ, k) ∼ 1− e−(x/λ)k .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ahora consideramos una distribución con marginales Γ(5, 4)2 y t2(3, 10). La Figura 7.3

recoge las curvas de los p–cuantiles reales y estimadas (en base a los 500 puntos simulados)

con la cópula de Frank de parámetro θ = 3. 3
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Figura 7.2: Curvas de regresión p–cuantil para la cópula Gaussiana con ρ = 0.8 y para la
distribución CGa

ρ (We(3, 2),We(5, 5)).
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Figura 7.3: Curvas de regresión p–cuantil para la cópula de Frank con θ = 3 y para la
distribución Cθ (Γ(5, 4), t2(3, 10)).

2Γ(a, p) ∼ ap

Γ(p)x
p−1e−ax.
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170 Caṕıtulo 7. Aplicaciones

Para finalizar, comentar que la regresión en mediana se explica mucho mejor en términos

de cópulas que la regresión en media, debido a la relación que tienen las cópulas con los

cuantiles. Con respecto a la regresión en mediana, Roel Braekers e Ingrid Van Keilegom

[6] proponen considerar el modelo de regresión Y = med(Y |X) + ε, donde ε y X no se

suponen independientes, a diferencia de lo que es habitual. En su lugar, se supone que

la dependencia entre ε y X está dada mediante una cópula Cθ, de modo que (ε,X) ∼
Cθ(Fε(·), FX(·)). Esto permite un modelo de regresión en mediana mucho más flexible que

el modelo clásico.

7.2. Método de Genest y Rivest para la estimación

de cópulas Arquimedianas mediante la Tau de

Kendall

Genest y Rivest [32] introdujeron en 1993 un método no paramétrico para la estimación

de la cópula Arquimediana de un conjunto de datos. Es sencillo de implementar y se basa

en la Tau de Kendall y la distribución de Kendall (Secciones 6.1.1 y 4.2). Este método

también se recoge en [8, 27], explicado de una forma más clara.

En esta sección desarrollamos el método de Genest y Rivest con todo detalle y, tal y

como se hace en su art́ıculo, lo implementamos para estimar la cópula Arquimediana de

un conjunto de datos sobre elementos qúımicos en el agua. Conviene destacar que lo que

hacemos es distinto al art́ıculo: consideramos otro tipo de variables (escandio y cobalto,

en vez de uranio y cesio), usamos las 22 cópulas de Nelsen para estimar la mejor (Genest

y Rivest lo hacen con las cópulas Clayton, Frank, Gumbel y Log–cópula) y añadimos la

regresión cuantil.

Empecemos recordando algunos resultados ya vistos.

La Tau de Kendall de una cópula C tiene una interpretación interesante como una trans-

formación de la esperanza de C(U, V ): τ = 4E [C(U, V )] − 1. En el caso en que Cϕ sea

una cópula Arquimediana con generador ϕ, la distribución de Cϕ(U, V ) es la distribución

de Kendall, Kϕ(z) = z − λ(z) = z − ϕ(z)
ϕ′(z)

. En la Sección 4.2 se véıa que K caracterizaba

completamente ϕ y por tanto a la cópula Arquimediana Cϕ. Además, si (X, Y ) es un

vector aleatorio con cópula Cϕ y marginales continuas F y G, lo que denotaremos por

(X, Y ) ∼ H = Cϕ(F,G), K es la distribución de H(X, Y ):

H(X, Y ) = Cϕ (F (X), F (Y ))
d
= Cϕ(U, V ) ∼ K. (7.11)
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Eduardo Garćıa Portugués



7.2. Método de Genest y Rivest para la estimación de cópulas
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Simplemente hay que tener en cuenta el Teorema de Sklar y la transformación de proba-

bilidad X ∼ F ⇒ F (X) ∼ U(0, 1).

Dada una muestra {(Xi, Yi)}ni=1 de (X, Y ) ∼ Cϕ(F,G), podemos usar (7.11) para crear

un estimador no paramétrico de K a través de la distribución emṕırica de Z = H(X, Y ):

Kn(z) =
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤z}, Zi = H(Xi, Yi), i = 1, . . . , n. (7.12)

El problema es que al ser H desconocida, también lo son las Zi. Una solución es considerar

Zi = Ẑi, con Ẑi la estimación mediante la distribución emṕırica de H, Hn. Entonces:

Zi = Hn(Xi, Yi) =
1

n

n∑
j=1

1{Xj≤Xi,Yj≤Yi}, i = 1, . . . , n. (7.13)

Sin embargo, como Hn(Xi, Yi) es siempre mayor que 1
n

y es deseable tener un estimador

tomando valores en (0, 1), en (7.13) dividimos por n− 1 en vez de por n. Aśı resulta:

Zi =
n

n− 1
Hn(Xi, Yi) =

# {(Xj, Yj) : Xj < Xi, Yj < Yi}
n− 1

, i = 1, . . . , n. (7.14)

Usando (7.11) y (7.14) tenemos un estimador no paramétrico de K perfectamente aplica-

ble. La siguiente proposición [32] muestra que Kn es un estimador consistente de K.

Proposición 7.1. Si C es una cópula absolutamente continua y {(Xi, Yi)}ni=1 una muestra

aleatoria de C(F,G). Bajo condiciones t́ıpicas de regularidad para la convergencia débil

en distribución, la distribución de Zi converge a K(z) = P {C(F (X), F (Y )) ≤ z}, y la

distribución emṕırica Kn(z) de los Zi’s definida en (7.12) es un estimador de K(z)
√
n–

consistente.

En teoŕıa, con este estimador, podemos estimar el generador ϕ de la cópula de una forma

no paramétrica. Basta tener en cuenta que Kn(t) = z − λn(t) y la caracterización de un

generador por λ vista en la Proposición 4.1:

ϕn(u) = exp

{∫ u

u0

1

λn(t)
dt

}
, 0 < u0 < 1 constante. (7.15)

Este procedimiento es válido siempre que se cumpla Kn(u−) > u,∀u : 0 < u < 1, es decir,

que λn sea negativa y acotada. Aśı, Cϕn es una estimación no paramétrica de la cópula

Arquimediana original.

Sin embargo, puede ser más interesante usar Kn como una regla para escoger a la

mejor familia paramétrica de cópulas Arquimedianas que ajuste los datos. De esta

forma, podemos ajustar varias familias paramétricas Cα mediante la estimación α̂ de su

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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172 Caṕıtulo 7. Aplicaciones

parámetro y elegir la que mejor ajuste los datos usando un criterio de proximidad entre

Kα̂(z) = z − ϕα̂(z)
ϕ′
α̂

(z)
y Kn. Esta proximidad se puede medir mediante las normas L2, L1 o

L∞, por ejemplo. Es interesante disponer de una buena bateŕıa de cópulas Arquimedianas

paramétricas, que cubran distintos tipos de dependencia, para poder elegir entre ellas

la que mejor nos ajuste los datos. En el estudio de los datos, usaremos las 22 cópulas

Arquimedianas que recoge Nelsen [59]. Sus propiedades se pueden ver en el catálogo del

Caṕıtulo 8 y en [2].

Queda pendiente la estimación de los parámetros. Esta estimación se hace mediante el

método de los momentos. La versión muestral de la Tau de Kendall viene dada por

τn = c−d
(n2)

= 2(c−d)
n(n−1)

, donde c es el número de pares concordantes de la muestra y d el de

discordantes. Si definimos

Iij =

{
1, Xj < Xi, Yj < Yi

0, resto
, i, j = 1, . . . , n (7.16)

tenemos que las observaciones i y j son concordantes si y sólo si Iij + Iji = 1 (al suponer

las marginales continuas podemos eliminar los casos de igualdad). Como Zi =
∑
j Iij

n−1
,

c =
∑

i,j Iij = (n− 1)
∑

i Zi y por tanto:

τn =
2(c− d)

n(n− 1)
=

2(2(n− 1)
∑

i Zi − n(n− 1))

n(n− 1)
= 4Z − 1. (7.17)

Entonces (7.17) es la versión muestral de τ = 4E [Z]− 1, con Z = C(U, V ) y tiene sentido

establecer τα = τn para obtener el estimador α̂ de α. Esto se hace despejando α en la

expresión de la τ , si disponemos de una expresión cerrada para τ (consultar el catálogo

en el Caṕıtulo 8), o mediante un procedimiento numérico, fácil de implementar con el

paquete fCopulae [82] para las 22 cópulas de Nelsen. En el caso en que tengamos más de

un parámetro, habŕıa que calcular los momentos teóricos necesarios de Z y aproximarlos

por los muestrales para obtener las estimaciones correspondientes de los parámetros.

Con esto ya podŕıamos ajustar las cópulas Arquimedianas paramétricas, para luego elegir

la mejor.

La siguiente proposición muestra la convergencia en distribución normal de τ a τn. Es

consecuencia de que τn =
(
n
2

)−1∑
i<j sign [(Xi −Xj)(Yi − Yj)] es un un U–estad́ıstico

(con h((x1, y1), (x2, y2)) = sign((x1 − x2)(y1 − y2))) y de que la distribución de los U–

estad́ısticos es asintóticamente normal.

Proposición 7.2. Sean Zi =
#{(Xj ,Yj):Xj<Xi,Yj<Yi}

n−1
y Wi =

#{(Xj ,Yj):Xi<Xj ,Yi<Yj}
n−1

. Si S2 =∑n
i=1(Zi+Wi−2W )2

n−1
, entonces

√
n(τn−τ)

4S

d−→ N (0, 1).

Gracias a esta proposición, podemos aplicar el método delta para obtener intervalos
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de confianza y la varianza de los estimadores α̂. Sin embargo, como la función g tal que

α = g(τ) sólo tiene una expresión cerrada en algunas cópulas y es bastante costoso cal-

cular numéricamente g′, no calcularemos las varianzas de los estimadores.

A parte de comparar las distancias entre las cópulas paramétricas y la no paramétrica,

también podemos realizar una gráfica de λn y λα̂ o una gráfica cuantil–cuantil entre Kn

y Kα̂ [27].

Con el siguiente algoritmo se pretende resumir el método de una forma compacta y lista

para aplicar.

Algoritmo 7.2. Dada una muestra {(Xi, Yi)}ni=1 de (X, Y ) ∼ Cϕ(F,G), para estimar ϕ

procedemos:

i. Estimar τ mediante τ̂ = 2(c−d)
n2−n =

(
n
2

)−1∑
i<j sign [(Xi −Xj)(Yi − Yj)].

ii. Construir el estimador no paramétrico de K,

Kn(z) =
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤z} con Zi =
# {(Xj, Yj) : Xj < Xi, Yj < Yi}

n− 1
. (7.18)

Un estimador no paramétrico de ϕ es ϕn(u) = exp
{∫ u

u0

1
t−Kn(t)

dt
}

con 0 < u0 < 1

constante.

iii. Para cada familia Arquimediana con generador ϕα, estimar α mediante el método

de los momentos

τ̂ = τ(α)⇒ α̂ (7.19)

y construir Kα̂(z) = z − ϕα̂(z)
ϕ′
α̂

(z)
.

iv. Comparar las Kα̂ con Kn mediante la norma L2 (también se pueden usar las normas

L1 o L∞):

d2 (Kα̂, Kn) =

(∫ 1

0

(Kα̂(t)−Kn(t))2 dt

) 1
2

(7.20)

y elegir la Kα̂ que la haga mı́nima. Adicionalmente, comparar gráficamente λn(t) =

t−Kn(t) y λα̂(t) = ϕα̂(t)
ϕ′
α̂

(t)
(se ve mejor que Kα̂ y Kn) para ver el grado de ajuste.

Cabe destacar que este método se puede extender a cópulas Arquimedianas multivariantes

[18, 27], aunque la flexibilidad de la dependencia que puede capturar es limitada, debido

a los problemas que acarreaban las cópulas Arquimedianas multivariantes modeladas por

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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un único parámetro.

Si deseamos estimar la cópula de supervivencia3 porque queremos ajustar la función de

supervivencia conjunta H̆ de X e Y , en vez de su distribución H, el método descrito nos

sirve con una pequeña modificación. Si la cópula de supervivencia la denotamos por C̆,

sabemos que C̆(U, V )
d
= H̆(X, Y ) ∼ K, lo que cambia es que ahora los Zi no los estima-

mos por n
n−1

Hn(Xi, Yi) sino por Wi = n
n−1

H̆n(Xi, Yi) =
#{(Xj ,Yj):Xi<Xj ,Yi<Yj}

n−1
. El método

es el mismo, sólo que cambiando Zi por Wi.

El conjunto de datos que tratamos está formado por 655 análisis qúımicos de muestras de

agua recogidas en Montrose, Western Colorado. Se miden las concentraciones en agua de

los elementos: uranio (U), litio (Li), cobalto (Co), potasio (K), cesio (Cs), escandio (Sc)

y titanio (Ti). Este conjunto de datos aparece por primera vez en [10] y está contenido

en el paquete copula [83] bajo el nombre de uranium.

En la Figura 7.4 podemos ver un diagrama de dispersión matricial de las concentraciones

de los distintos elementos medidos, con sus histogramas y las Tau de Kendall correspon-

dientes a cada par de elementos. Nos hemos centrado en las concentraciones del escandio

(Sc) y del cobalto (Co). A la derecha de la figura se puede ver una ampliación del diagrama

de puntos para estos dos elementos.
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Figura 7.4: Diagramas de dispersión de los datos de uranio y del Sc y Co.

Para trabajar con las 22 cópulas de Nelsen usamos el paquete fCopulae, que tiene im-

plementadas las funciones necesarias para calcular las Tau de Kendall de cada una de las

3Denotada por C̆ en vez de Ĉ para que no se entienda como una estimación.
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22 cópulas (exacta y numéricamente), las funciones Kϕ, las derivadas e inversas de ϕ y

muchas funciones secundarias. El código necesario para implementar el método en R se

encuentra en el Apéndice C. A él nos remitimos para los cálculos omitidos, mostrando

solamente sus salidas más relevantes.

En la Tabla 7.1 podemos ver el ajuste paramétrico de las cópulas junto a las distancias

L2, L1 y L∞. Se han ajustado en dos escenarios: buscando la distribución conjunta y la

función de supervivencia. En ambos casos la cópula con distribución Kα̂ más cercana a

Kn, en las normas L2 y L1, es la cópula 14 de Nelsen (cópula A16 en el catálogo). En el

caso de la norma L∞, el mejor ajuste es el de la cópula 12 de Nelsen (cópula A15 en el

catálogo), pero para la función de supervivencia el ajuste óptimo sigue siendo el de N14.

En vista de los resultados, la cópula que mejor ajusta los datos es sin duda la cópula 14.

También hay que decir que los errores de las tres “mejores” cópulas son bastante similares.

Cópula α̂
Distribución conjunta Función supervivencia
L2 L1 L∞ L2 L1 L∞

N1 2.3022 0.0345 0.0309 0.0530 0.0326 0.0299 0.0472
N2 4.3022 0.0730 0.0599 0.0701 0.0750 0.0621 0.0723
N3 1.0000 0.0550 0.0479 0.0868 0.0538 0.0470 0.0909
N4 2.1511 0.0136 0.0132 0.0270 0.0166 0.0152 0.0296
N5 6.4140 0.0181 0.0147 0.0388 0.0189 0.0153 0.0425
N6 3.1480 0.0326 0.0301 0.0369 0.0350 0.0315 0.0487
N7 0.5835 0.3141 0.2624 0.6216 0.3151 0.2624 0.6079
N8 ∞ 0.0550 0.0479 0.0868 0.0538 0.0470 0.0909
N9 0.0000 0.1425 0.1286 0.2078 0.1427 0.1287 0.2052
N10 0.0000 0.1425 0.1286 0.2078 0.1427 0.1287 0.2052
N11 0.0000 0.1425 0.1286 0.2078 0.1427 0.1287 0.2052
N12 1.4341 0.0166 0.0135 0.0227 0.0146 0.0124 0.0243
N13 4.8083 0.0220 0.0200 0.0377 0.0202 0.0186 0.0390
N14 1.6511 0.0100 0.0077 0.0306 0.0087 0.0071 0.0208
N15 2.6511 0.0287 0.0267 0.0389 0.0312 0.0285 0.0344
N16 ∞ 0.0550 0.0479 0.0868 0.0538 0.0470 0.0909
N17 9.0626 0.0200 0.0175 0.0407 0.0198 0.0161 0.0455
N18 2.8681 0.1308 0.0981 0.1086 0.1327 0.1002 0.1101
N19 0.6024 0.0475 0.0410 0.0661 0.0454 0.0406 0.0533
N20 0.8096 0.0465 0.0403 0.0655 0.0444 0.0398 0.0553
N21 3.4294 0.0414 0.0379 0.0519 0.0439 0.0395 0.0510
N22 0.0000 0.1425 0.1286 0.2078 0.1427 0.1287 0.2052

Tabla 7.1: Ajuste de las 22 cópulas Arquimedianas de Nelsen.

En las Figuras 7.5 y 7.6 se ve una comparación gráfica entre λn y las funciones λα̂ corres-

pondientes a las cinco cópulas que mejor aproximan la distribución emṕırica Kn. Estas
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cópulas se encuentran ordenadas por orden de proximidad (con L2) en la leyenda del

gráfico.

Ahora que tenemos la cópula ajustada, podemos estimar las curvas de regresión cuantil

para los cuantiles 0.05, 0.25, 0.5, 0.75 y 0.95. El procedimiento es el descrito en la sección

anterior, usar las distribuciones marginales emṕıricas Fn y Gn y construir las curvas me-

diante (7.7). Aśı, en la Figura 7.7 representamos las curvas cuantiles reales de la cópula

14 de Nelsen, junto a la nube de puntos de los rangos de la muestra de Sc y Co. En

la Figura 7.8 se representan las curvas cuantiles estimadas de la distribución conjunta

H = Cθ(F,G) junto a los datos observados.

Las curvas de regresión cuantil se pueden suavizar si usamos la estimación núcleo para

las densidades de las marginales. La estimación núcleo de la densidad f a partir de la

muestra {Xi}ni=1 es la densidad

f̂h(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
, (7.21)

donde K es el núcleo y h el parámetro ventana. Para más información sobre la estimación

núcleo se puede consultar [55] y las referencias alĺı citadas. Escogiendo el núcleo gaussiano

y la ventana por validación cruzada sesgada (ver Figura 7.9) podemos suavizar las curvas

cuantiles, como se muestra en la Figura 7.10. De esta forma se gana regularidad, sobre

todo en los extremos.

El código para hacer la estimación está en el Apéndice C.
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Figura 7.5: λn frente a las cinco λα̂ más próximas.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
0.

20
−

0.
15

−
0.

10
−

0.
05

0.
00

t

λ(
t)

λn(t)
N14
N12
N4
N5
N17

Figura 7.6: λn frente a las cinco λα̂ más próximas, para la cópula de supervivencia.
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Figura 7.7: Curvas de regresión cuantil exactas para la cópula N14, frente a los rangos de
la muestra.
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Figura 7.8: Curvas de regresión cuantil estimadas con las distribuciones marginales emṕıri-
cas.
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Figura 7.10: Curvas de regresión cuantil estimadas con las distribuciones de las densidades
núcleo.
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7.3. Cópulas y datos direccionales: relación entre di-

rección del viento y concentración de dióxido de

azufre

En las ciencias naturales a menudo surge el problema de tratar con fenómenos ćıclicos

o con variables que miden ángulos o direcciones. Algunos ejemplos de estas variables

son la dirección del viento, la dirección de partida de animales, ángulos dihédricos en

moléculas,. . . Los fenómenos ćıclicos a menudo aparecen relacionados con la sociedad: dis-

tribución diaria de accidentes de tráfico, distribución horaria de entrada de clientes en una

tienda,. . . El análisis estad́ıstico de este tipo de datos requiere nuevas técnicas distintas

de las usuales, pues hay que tener en cuenta las peculiaridades de los datos direccionales.

Por ejemplo, si estamos tratando con ángulos en una circunferencia, la media entre 2◦ y

358◦ no es 180◦, ya que 0◦ equivale a 360◦.

En esta sección revisaremos la teoŕıa de datos direccionales y su relación con las cópulas.

Esta relación nos servirá para explorar la relación entre la dirección del viento y la con-

centración de dióxido de azufre (SO2) alrededor de la central térmica de As Pontes.

Una distribución circular es una distribución cuyo soporte está contenido en la circunfe-

rencia unidad S1. Al estar asociado cada punto (cos(θ), sen(θ)) de S1 con una dirección

en el plano R2, esta distribución asigna probabilidad a cada dirección θ ∈ [0, 2π). Las

distribuciones circulares pueden ser discretas o absolutamente continuas, en cuyo caso

tienen una densidad asociada. De forma general, hablamos de distribuciones direccionales

al referirnos a puntos en la esfera Sp, que miden direcciones en Rp+1.

Definición 7.2. Una variable aleatoria circular absolutamente continua Θ es una variable

con distribución circular dada por una densidad fΘ que verifica:

i. fΘ(θ) ≥ 0, ∀θ ∈ R.

ii.
∫ 2π+r

r
fΘ(θ)dθ = 1, ∀r ∈ R.

iii. fΘ(θ) = fΘ(θ + 2πk), ∀θ ∈ R, ∀k ∈ Z.

La primera condición es habitual para una densidad, pero la segunda y la tercera, las

condiciones de periodicidad, son caracteŕısticas de las variables aleatorias circulares. La

función de distribución será periódica al serlo la densidad: FΘ(θ + 2πk) = FΘ(θ), k ∈ Z.

Esto puede parecer un poco confuso, porque en vez de cumplir que FΘ(+∞) = 1 y

FΘ(−∞) = 0, como las distribuciones unidimensionales, cumple que ĺım
θ→(2πk)−

FΘ(θ) = 1 y

ĺım
θ→(2πk)+

FΘ(θ) = 0 para k ∈ Z. Por tanto, todas las distribuciones circulares tienen
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una discontinuidad en 2πk de salto 1, para k ∈ Z, que corresponde al inicio de un

nuevo ciclo.

La representación lineal de la densidad y de la distribución circular adapta la representa-

ción circular a la recta real. En la Figura 7.11 están las dos representaciones, una forma

de ver gráficamente el motivo de la periodicidad.

La distribución circular más sencilla es la circular uniforme f(θ) = 1
2π

, que asigna la misma

probabilidad a cualquier dirección. Una distribución muy importante es la distribución de

von Mises.

Definición 7.3. La distribución de von Mises está dada por la densidad

f(θ;µ, κ) =
1

2πI0(κ)
eκ cos(θ−µ), (7.22)

donde µ ∈ [0, 2π) es la media, κ ≥ 0 es la medida de concentración de la distribución en

la dirección µ e I0(·) es la función de Bessel modificada de primer tipo y orden cero,

I0(x) =
1

2π

∫ 2π

0

eκ cos θdθ. (7.23)

La distribución uniforme es un caso ĺımite de la von Mises, correspondiente a κ = 0.
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π

3π

2

+

Densidad
Distribución

Figura 7.11: Representación lineal y circular de la densidad y la distribución von Mises
con µ = π y κ = 10.

La importancia de la distribución de von Mises y su similitud con la distribución normal

univariante (una moda, simétrica) hace que también se la conozca como la distribución
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circular normal.

Las caracteŕısticas de la distribución de von Mises hacen que no sea adecuada para modelar

datos que presenten más de una moda o asimetŕıa. Para resolver este inconveniente, se

puede tratar con mixturas de von Mises (como haremos más adelante). Sin embargo, otra

alternativa interesante, debida a Fernández–Durán [22], es recurrir a las distribuciones

circulares basadas en Sumas Trigonométricas No Negativas (STNN). Estas distribuciones

están fundamentadas en el siguiente teorema, enunciado por Fejér en 1915.

Teorema 7.1. La suma trigonométrica de orden n y coeficientes reales dada por:

T (θ) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos(kθ) + bk sen(kθ)) , (7.24)

es no negativa para todo θ ∈ R si y sólo si existen números complejos ck, k = 0, . . . , n,

tales que

a0 =
n∑
k=1

|ck|2 y ak − ibk = 2
n−k∑
ν=0

cν+kcν para k = 1, . . . , n. (7.25)

Definición 7.4. Las distribuciones circulares basadas en sumas trigonométricas, en ade-

lante distribuciones de STNN, no negativas se definen como

f(θ; c, n) =
1

2π
+

1

π

n∑
k=1

(ak cos(kθ) + bk sen(kθ)) , (7.26)

donde
∑n

k=0 |ck|
2 = 1

2π
y ak − ibk = 2

∑n−k
ν=0 cν+kcν para los números complejos ck, k =

0, . . . , n. Los parámetros de esta distribución son el vector complejo c y el número de

términos n, con lo que se tienen 2n + 2 parámetros libres. La distribución uniforme se

obtiene cuando ak = bk = 0 para k = 0, . . . , n o n = 0.

La ventaja de las distribuciones STNN es que son flexibles y permiten ajustar distintas

estructuras de datos. Sin embargo, presentan desventajas como la dificultad del cálculo

de sus parámetros. El paquete CircNNTSR, creado por Fernández–Durán implementa la

máxima verosimilitud para estas distribuciones.

Ahora que hemos visto cómo son las distribuciones circulares, nos ocupamos de estudiar

las cópulas asociadas a los pares de variables circular–lineal (Θ, R) y circular–circular

(Θ1,Θ2). Su comportamiento es muy distinto al de dos variables lineales: mientras en

éstas el soporte está contenido en el plano R2, en las variables circular–lineal está conte-

nido el cilindro S1 × R y en las circular–circular en el toro S1 × S1.
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La dificultad que presenta la construcción de la cópula es preservar la condición de perio-

dicidad en las componentes circulares de la densidad conjunta:

fΘ,R(θ, r) = fΘ,R(θ + 2πk, r), ∀k ∈ Z, (7.27)

fΘ1,Θ2(θ1, θ2) = fΘ1,Θ2(θ1 + 2πk1, θ2 + 2πk2), ∀k1, k2 ∈ Z. (7.28)

Usando la representación canónica de la densidad (1.66) y debido a la discontinuidad que

presentan las distribuciones circulares en 2πk, la densidad de una cópula circular–lineal

tiene que cumplir:

cΘ,R(0, vR) = cΘ,R(1, vR), ∀vR ∈ [0, 1]. (7.29)

Esta condición es necesaria para salvar la discontinuidad en θ = 2πk de la distribución

FΘ y que la densidad fΘ,R sea continua. Para el caso de una cópula circular–circular hay

que exigir:

cΘ1,Θ2(0, vΘ2) = cΘ1,Θ2(1, vΘ2), ∀vΘ2 ∈ [0, 1], (7.30)

cΘ1,Θ2(uΘ1 , 0) = cΘ1,Θ2(uΘ1 , 1), ∀uΘ1 ∈ [0, 1]. (7.31)

Johnson y Wehrly [38] obtuvieron en 1978 una forma de construir la densidad conjunta

de una variable circular Θ y una lineal R a partir de sus densidades marginales.

Teorema 7.2. Sean fΘ una densidad circular y fR una densidad lineal con funciones de

distribución FΘ y FR, respectivamente. Sea g(·) una densidad circular. Entonces

fΘ,R(θ, r) := 2πg [2π(FΘ(θ) + FR(r))] fΘ(θ)fR(r), (7.32)

con θ ∈ [0, 2π) y r ∈ R, es una densidad para una distribución circular–lineal con las

densidades marginales fΘ y fR.

Comparando (7.32) con la representación canónica de la densidad para (Θ, R),

fΘ,R(θ, r) = cΘ,R (FΘ(θ), FR(r)) fΘ(θ)fR(r) (7.33)

se tiene que

cΘ,R (FΘ(θ), FR(r)) = 2πg [2π(FΘ(θ) + FR(r))] . (7.34)

Por tanto la densidad de la cópula CΘ,R está dada por una densidad circular g. La densidad

de esta cópula es

cΘ,R (u, v) = 2πg [2π(u+ v)] , ∀u, v ∈ I. (7.35)
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184 Caṕıtulo 7. Aplicaciones

Con (7.32), (7.34) y (7.35) tenemos una familia de cópulas circular–lineal tan gran-

de como el conjunto de las densidades circulares y que nos permite modelar

la dependencia entre una variable circular y una lineal.

Wehrly y Johnson [80] también obtuvieron un resultado análogo para variables circular–

circular en 1980.

Teorema 7.3. Sean fΘ1 y fΘ2 dos densidades circulares y FΘ1 y FΘ1 sus funciones de

distribución. Sea g(·) una densidad circular. Entonces

fΘ1,Θ2(θ1, θ2) := 2πg [2π(FΘ1(θ1) + FΘ2(θ2))] fΘ1(θ1)fΘ2(θ2), (7.36)

con θ1, θ2 ∈ [0, 2π), es una densidad para una distribución circular–circular con las den-

sidades marginales fΘ1 y fΘ2.

Al igual que en el caso circular–lineal, identificamos la densidad de la cópula CΘ1,Θ2 como

cΘ1,Θ2 (FΘ1(θ1), FΘ2(θ2)) = 2πg [2π(FΘ1(θ1) + FΘ2(θ2))] (7.37)

y esto nos permite obtener una familia de cópulas circular–circular basadas en las den-

sidades circulares. Esta familia es la misma que para el caso circular–lineal, y está dada

por las densidades de las cópulas

cΘ1,Θ2 (u, v) = 2πg [2π(u+ v)] , ∀u, v ∈ I. (7.38)

Es importante notar que estos resultados no son caracterizaciones y que, por lo tanto, la

cópula real de dichas variables no tiene por qué ser (7.35). Ahora bien, para su estimación

es útil suponer que tiene esa forma y, además, debido a la gran variedad de cópulas de

esa familia (tantas como densidades circulares), no es una restricción muy fuerte.

Después de expresar densidades de variables circular–lineal mediante cópulas, podemos

proceder a su estimación en dos etapas: primero en las marginales y luego en la cópula.

El procedimiento lo describimos para variables circular–lineal porque es el que se aplica

posteriormente, pero la estimación de circular–circular es análoga. El objetivo es la esti-

mación de la densidad conjunta fΘ,R.

La gran ventaja de la expresión

fΘ,R(θ, r) = cΘ,R(FΘ(θ), FR(r))fΘ(θ)fR(r)

= 2πg [2π(FΘ(θ) + FR(r))] fΘ(θ)fR(r)

es que separa la distribución conjunta en las marginales y la densidad de la cópula.
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Podemos aplicar un procedimiento de estimación en dos etapas para estimar fΘ,R.

Algoritmo 7.3. Dada la muestra {(θi, ri)}ni=1,

i. Obtenemos las estimaciones de las densidades marginales, f̂Θ y f̂R, mediante las

muestras {θi}ni=1 y {ri}ni=1 respectivamente. A partir de las densidades, calculamos

F̂Θ y F̂R.

ii. Construimos la muestra artificial
{

2π
(
F̂Θ(θi) + F̂R(ri)

)}n
i=1

y obtenemos la esti-

mación de la densidad circular, ĝ.

iii. La densidad estimada en dos etapas es

f̂Θ,R(θ, r) = 2πĝ
[
2π(F̂Θ(θ) + F̂R(r))

]
f̂Θ(θ)f̂R(r).

Entonces la estimación de la densidad conjunta se reduce a la estimación de tres den-

sidades, dos de ellas circulares. Podemos preguntarnos si no seŕıa más sencillo estimar

directamente la distribución conjunta por medio de un estimador no paramétrico, por

ejemplo de tipo núcleo. El problema es que aśı hay que construir un núcleo bivariante

que respete que una de las componentes sea circular, de tal forma que “pegue” el 0 con

2π. Otra ventaja de este método es que al estimar funciones unidimensionales evita el

problema de la dimensionalidad, aunque para el caso bidimensional sea un problema

leve.

Para estimar las densidades circulares y lineal podemos usar los siguientes métodos:

f̂R: paramétricamente por máxima verosimilitud o mediante tipo núcleo. Se puede

elegir el núcleo gaussiano y validación cruzada para la ventana.

f̂Θ, ĝ: de forma paramétrica, por máxima verosimilitud de mixturas de von Mises

o de distribuciones de STNN. De forma no paramétrica, con estimación tipo núcleo

circular.

La estimación no paramétrica de la densidad direccional mediante núcleo fue propuesta

por primera vez por Hall, Watson y Cabrera [34]. Se trata de una modificación de la

estimación tipo núcleo q–dimensional,

f̂h(x) =
1

nhq

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
(7.39)

para datos en Sq−1. En este caso, la cantidad x − Xi, que mide distancias eucĺıdeas, se

reemplaza por xTXi, que mide el coseno del ángulo entre x y Xi si están en Sq−1. Este

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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estimador tiene la forma

f̂κ(x) =
c0(κ)

n

n∑
i=1

K
(
κxTXi

)
, (7.40)

donde κ reemplaza a h−1 y c0(κ) es una constante tal que f̂κ es densidad. En el ca-

so circular, es decir con datos en S1, x = (cos θ, sen θ), Xi = (cos θi, sen θi) y xTXi =

cos θ cos θi + sen θ sen θi = cos(θ − θi), con lo cual (7.40) se expresa mediante

f̂κ(θ) =
c0(κ)

n

n∑
i=1

K (κ cos(θ − θi)) . (7.41)

Es importante notar las diferencias entre los núcleos eucĺıdeos y circulares. Cuando x

está cercano a Xi, x−Xi es cercano a cero, pero xTXi lo es a uno, por lo que la estructura

de los núcleos debe ser distinta. Además, frente a la naturaleza suave de los núcleos

eucĺıdeos, los circulares deben variar rápidamente [34]. También es importante comentar

que el comportamiento de la ventana κ es el inverso del caso eucĺıdeo: valores grandes

infrasuavizan y valores pequeños sobresuavizan.

Un caso muy importante es el núcleo asociado a la densidad von Mises, K(t) = et, ya que

este caso tenemos

f̂κ(θ) =
1

2πnI0(κ)

n∑
i=1

exp (κ cos(θ − θi)) , (7.42)

al ser c0(κ) = 1
2πI0(κ)

. Aśı, la ventana κ es el parámetro de concentración de la distribución

von Mises en la dirección θi, que actúa como la media. Este núcleo es el más utilizado en

la práctica y se le conoce por núcleo von Mises.

Al igual que en el caso eucĺıdeo, la elección del parámetro ventana es crucial en la estima-

ción tipo núcleo circular. Hall, Watson y Cabrera [34] proponen la elección de la ventana

por validación cruzada para minimizar el error cuadrático y el error de Kullback–Leibler

(correspondiente a la máxima verosimilitud).

La idea de la minimización cuadrática consiste en obtener la ventana κ que minimice∫
(f̂κ(θ)− f(θ))2dθ, lo que es equivalente a que minimice

∫
f̂κ(θ)

2dθ− 2
∫
f̂κ(θ)f(θ)dθ. El

problema es que f no es conocida, pero podemos sustituirla por la propia estimación, co-

rregida por validación cruzada para eliminar la dependencia con los datos. De esta forma,

la ventana óptima cuadrática por validación cruzada para la muestra {θi}ni=1 es

κ̂2 = arg mı́n
κ≥0

∫
f̂κ(θ)

2dθ − 2

n

n∑
i=1

f̂−iκ (θi) , (7.43)
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donde f̂−iκ es la estimación núcleo de la densidad circular sin el dato i–ésimo,

f̂−iκ (θ) =
c0(κ)

n− 1

n∑
j=1
j 6=i

K(κ cos(θ − θj)). (7.44)

La validación cruzada también se puede usar para corregir la estimación por máxima

verosimilitud de la ventana, cuando suponemos que f̂κ es la densidad de la muestra. De

esta forma se obtiene la ventana máximo verośımil por validación cruzada (minimiza el

error de Kullback–Leibler)

κ̂MV = arg máx
κ≥0

n∑
i=1

log f̂−iκ (θi). (7.45)

Recientemente (2008), Taylor [77] propuso una regla de selección plug–in para la ventana

circular en densidades von Mises.

A continuación aplicamos estas técnicas al estudio de un caso real, la relación entre la

dirección del viento y la concentración de dióxido de azufre (SO2) en torno a la

central térmica de As Pontes.

Las centrales térmicas son fuentes importantes de emisión de SO2, al quemar carbón que

contiene azufre. De forma secundaria, también es producido por las emisiones del tráfico

rodado (la gasolina y el diésel contienen azufre). Al oxidarse, el SO2 se convierte en ácido

sulfúrico (H2SO4) que luego forma la lluvia ácida al mezclarse con vapor de agua. La

lluvia ácida produce efectos corrosivos en las plantas y en las infraestructuras, por lo que

es necesario un control exhaustivo de la emisión de dióxido de azufre.

Algunos niveles particulares de concentración de SO2 son4:

Umbral de olor: 1.31 mg/m3.

Concentración máxima en lugares de trabajo: 5.2 mg/m3 (largo plazo), 13 mg/m3

(corto plazo).

Valor letal: 262 mg/m3.

Los datos del estudio provienen de cinco estaciones meteorológicas alrededor de la central

térmica, cuyas localizaciones se pueden ver en el mapa de la Figura 7.14, en las que se

ha medido, entre otras variables, la dirección del viento y la concentración de dióxido

de azufre. Las mediciones son del mes de agosto de 2009 y se han recogido, salvo datos

4Fuente: American Conference of Industrial Hygienists (ACGIH).
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190 Caṕıtulo 7. Aplicaciones

faltantes, cada minuto. Esto hace un total de 26532 observaciones.

Para comprender bien los datos, conviene hacer algunas aclaraciones:

La dirección del viento se mide como un ángulo en [0, 2π), en sentido antihorario.

Aśı, 0, π
2
, π y 3π

2
se corresponden con los puntos cardinales este, norte, oeste y sur,

respectivamente.

Se mide la dirección de incidencia del viento. Por tanto, el ángulo π
2

indica que

la estación recibe viento proveniente del norte.

La concentración del SO2 se mide en µg/m3 y la mı́nima posible es de 3 µg/m3,

ya que los medidores no determinan una cantidad menor. Aśı, una medición de 3

µg/m3 indica que la concentración real es menor o igual que 3 µg/m3.

En la Tabla 7.2 y en las Figuras 7.12 y 7.13 se recoge un análisis exploratorio de los datos,

realizado para cada estación. Los estad́ısticos descriptivos del SO2 son los habituales, pero

para la dirección del viento tenemos que considerar estad́ısticos circulares [49]:

Media circular: si los ángulos θ1, . . . , θn se expresan en función de los puntos x1, . . . , xn

que caracterizan en la circunferencia, la media circular θ se calcula como el ángulo

del punto x, que representa la media o centro de gravedad de x1, . . . , xn.

Mediana circular: es el ángulo φ tal que la mitad de los ángulos pertenecen a [φ, φ+π)

y la mayoŕıa están más cerca de φ que de φ+ π.

Longitud de la media: es la distancia R del punto x al origen y da una idea de la

concentración de las direcciones alrededor de la media. Su valor está entre 0 (gran

dispersión) y 1 (concentración total).

Varianza circular: se define como 1 − R y es una transformación de la longitud de la

media para medir la dispersión, en vez de la concentración.

Llama la atención la proporción de datos en los que la concentración de dióxido de azu-

fre es mı́nima, en torno a un 75 % de la muestra, haciendo que la mayoŕıa de los datos

mayores que 3 sean considerados at́ıpicos. Esto supone un problema a la hora de modelar

las distribuciones del SO2, pues para absorber esta gran masa de probabilidad se tiene

que incluir una mixtura con componente discreta en 3. Para evitar este inconveniente,

trabajamos con las observaciones de la muestra en las que el SO2 es superior a 3 µg/m3,

lo que además es deseable, pues de esta forma estudiamos la relación del viento con

las presencia de dióxido de azufre significativa.

En lo que respecta a las direcciones del viento, en la Figura 7.13 se observa que hay una

clara multimodalidad. Las estaciones B1, B2 y F2 parecen tener dos modas y C9 y G2
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tres modas. Debido a esto, un ajuste de estas distribuciones mediante una von Mises no

es posible, al tener ésta una única moda y hay que pensar en usar mixturas de von Mises

o distribuciones de STNN. La multimodalidad se refleja en la dispersión que presentan

las direcciones del viento en algunas estaciones.

Dióxido de azufre (SO2) B1 B2 C9 F2 G2
Media 4.936 3.387 3.218 3.119 3.727
Desviación t. 2.850 1.510 0.801 0.607 2.360
Mı́nimo 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000
Primer cuartil 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000
Mediana 3.000 3.000 3.000 3.000 3.000
Tercer cuartil 8.510 3.070 3.000 3.000 3.000
Máximo 33.770 47.880 14.990 14.550 28.690

Dirección viento B1 B2 C9 F2 G2
Media circular 4.103 3.899 4.531 3.282 4.309
Mediana circular 4.180 3.769 4.578 3.184 4.799
Longitud de la media 0.306 0.411 0.228 0.235 0.068
Varianza circular 0.693 0.588 0.771 0.764 0.931

Tabla 7.2: Estad́ısticos descriptivos para el SO2 y la dirección del viento.

Los gráficos de dispersión muestran que en las estaciones B2 y F2 hay una marcada re-

lación entre la presencia de SO2 y la dirección del viento, que se manifiesta en mayores

concentraciones de puntos en determinadas direcciones. En la estación B1 destaca la pre-

sencia de ĺıneas horizontales de observaciones, que podŕıan hacer pensar que la dirección

del viento no es influyente en el SO2, al estar B1 tan cerca de la central. Sin embargo, las

concentraciones de puntos en esas ĺıneas no son homogéneas, como se aprecia en el gráfico

de la Figura 7.15, y hay una relación clara entre viento y SO2.

En la Figura 7.15, se presentan los histogramas circulares para la dirección del viento.

Cada punto sobre la circunferencia equivale a una observación en esa dirección, denotando

por los colores rojo y azul cuando la observación de la dirección del viento lleva asociada

una concentración de más de 3 µg/m3 o de más de 10 µg/m3, respectivamente. Esta es

la mejor manera de ver las relaciones entre la dirección del viento y la concentración.

Además, se puede combinar con el mapa de la Figura 7.14 para ver la situación de las

estaciones y de la central y aśı tener una idea de la influencia de la térmica.

Entre las estaciones, el comportamiento más sorprendente es el de B2, en la que se aprecia

claramente la influencia de dos direcciones de viento contrapuestas: el sudeste, de mayor

frecuencia y el noroeste, de menor. Esto es consecuencia de la localización geográfica par-

ticular de la estación, situada en el parque eólico de Coto Teixido, lo que a priori le otorga
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F
ig

u
ra

7.
15

:
H

is
to

gr
am

as
ci

rc
u
la

re
s

d
e

la
d
ir

ec
ci

ón
d
el

v
ie

n
to

y
la

p
re

se
n
ci

a
d
e

S
O

2
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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194 Caṕıtulo 7. Aplicaciones

vientos bien definidos (rápidos y en dos direcciones muy marcadas). En la Tabla 7.3 se ve

que la velocidad de los vientos, medidos en km/h, es claramente superior en la estación

B2, con una media de 20 km/h.

En la Figura 7.16 se puede ver la situación de la estación, en la cima de un monte entre sus

laderas sudeste y noroeste, cada una de ellas formando un pequeño corredor encajonado.

La ladera sudeste además recibe el viento que es canalizado en la cuenca del ŕıo Sor, lo

que hace aumentar la llegada de viento de esta dirección.

Velocidad viento B1 B2 C9 F2 G2
Media 3.147 20.050 4.409 7.800 4.064
Desviación t. 2.688 11.451 3.373 5.210 6.233
Mı́nimo 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Primer cuartil 1.260 10.260 1.800 3.600 1.800
Mediana 2.520 19.080 3.420 6.660 3.060
Tercer cuartil 4.320 29.160 6.120 11.340 5.040
Máximo 30.240 57.420 27.720 42.48 215.280

Tabla 7.3: Estad́ısticos descriptivos de la velocidad del viento en las cinco estaciones.

Al tener B2 un impacto del viento tan bien definido, por ser rápido y poco cambiante, se

puede modelar de una forma más satisfactoria la relación con la concentración de dióxido

de azufre. Por eso y porque un estudio detallado de las cinco estaciones seŕıa demasiado

largo, nos centraremos en el estudio de la estación B2.

Figura 7.16: Vista de la estación B2 desde el sudeste (parque eólico de Coto Teixido).

Denotaremos a la dirección del viento por Θ y a la concentración de SO2 por R y supon-

dremos que la densidad conjunta de ambas variables es de la forma (7.33). El objetivo es

estimar la densidad conjunta y establecer sus conjuntos de nivel. Esto se hace
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aplicando el Algoritmo 7.3.

La estimación de la densidad del dióxido de azufre la implementaremos mediante el ajuste

por máxima verosimilitud de una distribución de Weibull5, al observarse que el histograma

tiene la forma de una densidad exponencial. La función de log–verosimilitud para la

densidad Weibull es:

logL(λ, k) = n(log k − k log λ) + (k − 1)
n∑
i=1

log(Xi)−
1

λk

n∑
i=1

Xk
i (7.46)

Maximizando en (λ, k) se obtienen los parámetros de máxima verosimilitud:

λ̂MV = 1.3694 y k̂MV = 0.8702 (7.47)

Esto se puede hacer fácilmente con la función fitdistr del paquete MASS. El ajuste se

puede comprobar gráficamente con la Figura 7.17.

Histograma del SO2 en B2
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Figura 7.17: Ajuste del SO2 en la estación B2 por We(λ̂MV , k̂MV ).

La densidad del viento la estimaremos mediante mixturas de von Mises y distribuciones

STNN. Para la densidad von Mises, hay que maximizar la función de log–verosimilitud

logL(µ, κ) = −n log(2πI0(κ)) + κ

n∑
i=1

cos(θi − µ) (7.48)

5Distribución que generaliza a la exponencial y cuya densidad es f(x;λ, k) = k
λ

(
x
λ

)k−1
e−(x/λ)k .
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Eduardo Garćıa Portugués
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sujeta a las restricciones 0 ≤ µ ≤ 2π y κ ≥ 0, lo cual es sencillo de programar y está imple-

mentado en el paquete circular. Más complicado es estimar por máxima verosimilitud

los parámetros de una mixtura de p von Mises:

f~µ,~κ,~α(θ) =

p∑
j=1

αjfµj ,κj(θ),

p∑
j=1

αj = 1. (7.49)

En este caso la log–verosimilitud es

logL(~µ,~κ, ~α) =
n∑
i=1

log

(
p∑
j=1

αjfµj ,κj(θi)

)
(7.50)

y su maximización está sujeta a las restricciones 0 ≤ µi ≤ 2π, ki ≥ 0, αi ≥ 0, i = 1, . . . , p

y
∑p

i=1 αi ≤ 1 (no es necesario exigir la igualdad, siempre se va a alcanzar en el máximo).

Estas restricciones se pueden expresar matricialmente, lo cual es muy interesante para

poder optimizar (7.49) con la función constrOptim.
Ip 0 0

−Ip 0 0

0 Ip 0

0 0
−1 · · · − 1

Ip


(4p+1)×3p

·

 ~µ

~κ

~α


3p×1

≥



~0
~(−2π)

~0

−1

~0


(4p+1)×1

(7.51)

Las distribuciones de sumas trigonométricas no negativas son más complicadas y costo-

sas de estimar por máxima verosimilitud. Para calcular sus parámetros se usa la función

nntsestimation del paquete CircNNTSR.

En la Tabla 7.4 se recogen los parámetros para mixturas de hasta 5 von Mises y distribu-

ciones de STNN de hasta 5 términos. Las distintas densidades están representadas en la

Figura 7.18, en la que se observa que las sumas trigonométricas no negativas presentan

problemas de ajuste. En primer lugar, no se adaptan a la rápida variación del histograma,

debido a que las funciones trigonométricas son muy regulares. Por tanto, para conseguir

que se adapten a los datos hay que aumentar considerablemente el número de términos

M , lo que reduce su eficacia y dispara el coste computacional. En segundo lugar, las distri-

buciones de STNN tienen el carácter ondulatorio t́ıpico de las funciones trigonométricas,

un problema cuando las ondulaciones no coinciden con observaciones (por ejemplo, entre
3π
2

y 2π).

En cambio, las mixturas de von Mises se comportan muy bien, gracias a que su densidad

(7.22) permite una gran variación. Como la mixtura de 4 von Mises es la que parece que
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Mixturas von Mises en B2
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Figura 7.18: Estimaciones por mixturas de von Mises y STNN de la densidad de la direc-
ción del viento.
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da un mejor ajuste, al captar las observaciones entre 0 y π
2

mejor, la elegimos como la

densidad de la dirección del viento en B2.

Mixturas de p von Mises STNN de M términos

p µ̂MV κ̂MV α̂MV M âkMV b̂kMV

1 3.8118 1.7265 1 1 -0.2314 -0.2951

2
3.7776 17.7688 0.8308

2
-0.3729 -0.2674

0.4040 1.8866 0.1691 0.1521 0.4037

3
3.6483 2.6035 0.0573

3
-0.3851 -0.2877

3.7714 22.7249 0.7836 0.1417 0.3909
6.2831 2.2453 0.1590 0.0000 0.0000

4

3.7850 33.3939 0.5688

4

-0.1746 -0.2142
0.6141 8.7038 0.1390 0.3018 0.2042
0.0002 2.0405 0.0428 -0.0128 -0.1429
3.7419 5.0543 0.2492 0.0000 0.0000

5

3.7663 26.8120 0.4069

5

-0.4641 -0.3624
6.2831 0.3616 0.0000 0.2250 0.6274
6.2831 1.2336 0.2201 0.1161 -0.3447
3.7600 10.9083 0.1323 -0.2232 0.1828
3.8085 36.3269 0.2404 0.1346 0.0043

Tabla 7.4: Parámetros para las mixturas de von Mises y distribuciones de STNN.

Ahora que tenemos estimadas las densidades marginales, construimos la muestra artificial

calculando las distribuciones marginales, algo que es sencillo porque la lineal es una Wei-

bull y la circular una mixtura de von Mises. La estimación de g se hace con la densidad

núcleo von Mises considerado tres ventanas: κ = 10 (sobresuavizado), κ = 100 (ajuste

razonable) y κ = 1000 (infrasuavizado). Con ellas se pretende dar una idea del efecto de

la elección de la ventana en la densidad conjunta y en la cópula.

Una elección más apropiada de la ventana se obtendŕıa con validación cruzada mı́nimo

cuadrática o máximo verośımil. Sin embargo, a la hora de implementarlas surgen varios

problemas, como es la presencia de valores repetidos6 que sugieren valores de la ventana

muy grandes (gran infrasuavizado). Otro problema es la evaluación del cociente entre la

exponencial de la densidad von Mises y la función modificada de Bessel I0(·), que crece

exponencialmente.

En la Figura 7.20 se presentan las gráficas de la densidad conjunta y los conjuntos de

nivel para las tres ventanas elegidas. En los conjuntos de nivel se ha reducido la escala

del dióxido de azufre para que se vean mejor. Se observa claramente la influencia de

las direcciones noreste (menor) y sudeste (mayor) en la concentración del SO2 y que la

regularidad desciende cuando aumenta la ventana.

6La elección mı́nimo cuadrática puede ser inconsistente.
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Una representación análoga para las densidades de las cópulas está en la Figura 7.21, en

la que se observa claramente como afecta la ventana a la regularidad de la densidad de

la cópula. También se ve una caracteŕıstica muy interesante, la simetŕıa en la dirección

u = v. Se debe la estructura de la densidad de la cópula (7.37), en la que los puntos (u, v)

tales que v = c− v, con −1 ≤ c ≤ 1 dan lugar al mismo valor 2πg(2πc).
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Ventana histograma = 0.02
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Figura 7.19: Estimación no paramétrica de g para tres ventanas.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Caṕıtulo 8

Catálogo de cópulas

Algo habitual en los art́ıculos y libros sobre cópulas es mostrar en una tabla distintas

cópulas notables, acompañadas por ciertos parámetros de interés como la Tau de Kendall

o la Rho de Spearman. Buen ejemplo de ello son las referencias [59, 36, 32, 27, 78, 4]. En

especial, Nelsen [59] recoge una lista de 22 cópulas Arquimedianas y Joe [36] proporciona

dos listas de cópulas: con un parámetro (lista B) y con dos (lista BB).

Las entradas relacionadas con cada cópula vaŕıan de un autor a otro, pero casi todas son

incompletas en algún punto. Debido a esto, parece interesante contar con un catálogo lo

más completo posible al que poder referirse para consultas básicos, con ciertas entradas

que no se suelen considerar habitualmente (como λU y λL). La estructura del catálogo es

la siguiente:

Cópulas no Arquimedianas (Tablas 8.1–8.6): Las tablas tienen las siguientes entra-

das: Familia de cópulas, Expresión de C, Rango de los parámetros, Casos particula-

res, Tau de Kendall, Rho de Spearman, λU , λL y Densidad / Componente singular.

En la última entrada, en caso de que la cópula tenga componente singular, se espe-

cificará su dominio y se dará su probabilidad.

Cópulas Arquimedianas (Tablas 8.7–8.14): Las tablas tienen las siguientes entra-

das: Familia de cópulas, Expresión de C, Generador, Rango de los parámetros,

Estricta, Casos particulares, Tau de Kendall, Rho de Spearman, λU , λL.

En ambos casos, las tablas se dividen en dos, la parte A y la B. Para acortar las expresiones,

usamos ciertas notaciones. Las siguientes se repetirán a menudo:

ũ = − log u y ṽ = − log v.

Π
Σ−Π

denota la cópula C(u, v) = uv
u+v−uv , que aparece a menudo como caso particular.

Pondremos ∗ cuando una expresión es muy complicada o no admita forma cerrada.
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ó
n
ρ
.

L
a

ex
p

re
si

ó
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Ś

ı
C
−
∞

=
W

C
0

=
Π

C
∞

=
M

A
li

–M
ik

h
ai

l–
H

aq
(N

3)
u
v

1
−
θ
(1
−
u

)(
1
−
v
)

lo
g

1
−
θ
(1
−
t)

t
−

1
≤
θ
<

1
Ś
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Cabe destacar que las entradas correspondientes a τ , ρ, λU , λL y densidad, cuando no

estaban recogidas en la bibliograf́ıa sobre cópulas, se han calculado usando el software de

cálculo simbólico Mathematica. Con él, los cálculos de λU , λL y la densidad de una cópula

son triviales, pues sólo es necesario derivar, y siempre es posible. Sin embargo, como τ

y ρ se expresan de forma general mediante una integral doble, a menudo no se pueden

expresar de forma cerrada.

En este sentido, el Teorema 6.7 es de gran ayuda, pues permite reducir el cálculo al de una

integral simple. El impacto de este resultado se ve en las expresiones disponibles para τ y

ρ: en las cópulas no Arquimedianas suelen ir a la par, mientras que en las Arquimedianas

hay muchas más disponibles para τ que para ρ.
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Conclusiones

En esta tesina se ha revisado la teoŕıa de las funciones cópula, realizando las demostra-

ciones de la mayoŕıa de resultados conocidos, incluido el Teorema de Sklar. Nos hemos

centrado en las cópulas bidimensionales, aunque en lo posible los resultados se han exten-

dido a las multidimensionales.

En lo que respecta a la teoŕıa, se ha intentado tratar con la mayor claridad y rigurosidad

posible, para lo que se añadió un apéndice de complementos teóricos. Como resultados des-

tacados tenemos la relación de la dependencia perfecta con las cotas de Fréchet–Hoeffding,

las componentes de una cópula, la representación canónica de la densidad y las cópulas de

supervivencia. En particular, la representación canónica de la densidad permite trasladar

a la estimación la mayor ventaja que ofrecen las cópulas: separar la dependencia de las

marginales.

Para la construcción de cópulas se vieron los métodos de inversión, algebraicos y geométri-

cos. En estos últimos destacan las mezclas de M , las mixturas de cópulas y las sumas

ordinales. Usando las cópulas Arquimedianas se pueden construir cópulas a partir de

un generador y, si la inversa del generador es una transformada de Laplace, se pueden

construir cópulas Arquimedianas multivariantes. Además, se calculó la distribución de la

transformación C(U, V ), que sirve para aplicar el método de Genest y Rivest.

Como era de esperar, las cópulas guardan una relación especial con los distintos conceptos

y medidas de dependencia. En el Caṕıtulo 6 definimos axiomáticamente las medidas de

concordancia y dependencia (según la definición de Schweizer y Wolff), viendo sus pro-

piedades, diferencias y relación con las cópulas. Se proporcionaron expresiones de ellas a

partir de las cópulas (por ejemplo para la Tau de Kendall y la Rho de Spearman) y se

dieron sus versiones muestrales, expresadas mediante la cópula emṕırica. Por último, se

hizo una breve extensión de los conceptos vistos al caso multivariante.

Para recoger estos y otros resultados, se elaboró el catálogo de cópulas del Caṕıtulo 8, una

recopilación de las cópulas aparecidas en la bibliograf́ıa. Contiene 16 cópulas no Arquime-

dianas y 32 Arquimedianas, en las que se calculan, entre más cosas, los parámetros τ , ρ,

λU y λL. Las expresiones anaĺıticas de estos parámetros que no aparećıan en la literatura
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se calcularon usando Mathematica.

En el apartado de simulación, se proporcionaron métodos particulares y generales para

simular cópulas, incluido el método de Marshall y Olkin para las cópulas Arquimedianas

multidimensionales. Para implementar estos métodos se usaron los paquetes copula y

fCopulae y los códigos respectivos se recogieron en el Apéndice B.

Como aplicaciones de las cópulas, vimos la relación que tienen con la regresión cuantil y la

forma de estimar cópulas Arquimedianas mediante el método de Genest y Rivest. Ambos

métodos los aplicamos a la exploración de un conjunto de datos sobre concentraciones de

elementos qúımicos en el agua.

La técnica de estimación en dos etapas la utilizamos en la estimación de la densidad

conjunta de una variable circular y una lineal. Estas variables son la dirección del viento

y la concentración de SO2, medidos en las cercańıas de la central térmica de As Pontes.

Para la estación meteorológica estudiada, se concluyó que exist́ıa una relación entre el

viento proveniente del sudeste (desde la central térmica) y la presencia de SO2. Además

se presentaron las gráficas de la densidad, de la cópula y de los conjuntos de nivel para la

elección de tres ventanas, correspondientes a la estimación no paramétrica circular de la

densidad de la cópula.

A pesar del creciente interés que las cópulas han despertado, éstas tienen sus cŕıticas y

detractores. Mikosh1 [53] recoge varias cŕıticas y problemas que surgen al tratar con ellas.

Algunas de estas cŕıticas tienen que ver con que no hay ventajas significativas al tratar con

las copulas en vez de con distribuciones multidimensionales, que existe poca teoŕıa sobre

la bondad de ajuste de cópulas y que las cópulas son modelos estáticos que no facilitan el

análisis de la dependencia temporal (no encajan bien con los procesos estocásticos y series

temporales). Otra cŕıtica habitual es que es dif́ıcil seleccionar una cópula que se adapte

a los datos, con que se suele escoger una familia paramétrica que se considere oportuna,

de forma que el modelo resultante puede sufrir cierta arbitrariedad. Sin embargo, esta

arbitrariedad también es común cuando se trabaja con distribuciones.

Es cierto que a veces trabajar con cópulas no ofrece ninguna ventaja significativa respecto

a hacerlo con las distribuciones, aunque cabe matizar algunos aspectos. Las cópulas no

sustituyen en absoluto a las distribuciones multidimensionales (con mayor bagaje y base

teórica), pero śı pueden ayudar en ciertos puntos, lo que las convierte en una herramienta

complementaria muy interesante. Por ejemplo, a la hora de construir distribuciones mul-

1El art́ıculo da inicio a una discusión sobre las cópulas propuesta por Thomas Mikosch en la que
participan distintos expertos. Está recogida en el número especial de la revista Extremes, 9(1):1-62, 2006.
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tivariantes: a partir de una cópula podemos obtener tantas distribuciones conjuntas como

queramos, simplemente eligiendo las marginales. Los métodos vistos para la construcción

de cópulas, junto a la estructura de la clase Arquimediana, proporcionan una multitud

de alternativas para la construcción de distribuciones bivariantes. Para las distribucio-

nes multivariantes, están las cópulas Arquimedianas multivariantes y las, todav́ıa más

importantes, cópulas Arquimedianas anidadas. Para estas últimas hay un algoritmo de

simulación [51, 35]. Además, como se vio en el Caṕıtulo 7, sirven para construir densida-

des de variables circular–lineal y circular–circular.

Por otro lado, la idea de estimación en dos etapas es sin duda muy importante (lo vimos

en la estimación de los datos circulares) y abre una v́ıa para intentar abordar el problema

de la dimensionalidad en la estimación.

Sobre el contraste de bondad de ajuste, se han publicado varios art́ıculos proporcionan-

do distintos test [31, 69, 16] y es un tema de investigación en desarrollo. Por ejemplo,

la regresión en mediana con error y variable explicatoria dependientes según una cópula

propuesta en [6] todav́ıa no tiene un test de bondad de ajuste.

También es un tema actual la adaptación de las cópulas para medir la dependencia tem-

poral. En esta dirección, Nelsen [59] expresa las ecuaciones de Chapman–Kolmogorov de

los procesos estocásticos mediante el producto de cópulas.
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Apéndice A

Complementos teóricos

A.1. Prueba del Lema 1.5

Lema A.1 (Extensión de una subcópula a una cópula). Sea C ′ una subcópula. Entonces

existe una cópula C tal que

C(u, v) = C ′(u, v), ∀(u, v) ∈ DomC ′. (A.1)

Es decir, toda subcópula puede ser extendida a una cópula. La extensión no es

única generalmente.

Demostración. Sea DomC ′ = S1×S2. Vamos a extender la subcópula C ′ a una subcópula

C ′′ con DomC ′′ = S1 × S2 y después extenderemos C ′′ a una cópula C (dominio I2). En

lo que sigue denotará la clausura de un conjunto y ∂ la frontera.

El primer paso es sencillo: como C ′ es uniformemente continua por el Teorema 1.3 y

2–creciente, podemos extender por continuidad C ′ a C ′′:

∀(u, v) ∈ S1 × S2, C ′′(u, v) :=


C ′(u, v), (u, v) ∈ S1 × S2

ĺım
(s,t)→(u,v)
(s,t)∈S1×S2

C ′(s, t), (u, v) ∈ ∂S1 × ∂S2 (A.2)

= ĺım
(s,t)→(u,v)
(s,t)∈S1×S2

C ′(s, t). (A.3)

Tal y como está definida, C ′′ es una subcópula:

i. DomC ′′ = S1 × S2, S1 ⊂ S1 ⊂ I y S2 ⊂ S2 ⊂ I, con 0 y 1 pertenecientes a S1 y S2.

ii. C ′′ es grounded al serlo C ′. Para ver que C ′′ es 2–creciente, tenemos que comprobar

que ∆u2
u1

∆v2
v1
C ′′(u, v) ≥ 0 para u1 ≤ u2, v1 ≤ v2. Usaremos (A.3) para compactar los

223



224 Caṕıtulo A. Complementos teóricos

dos casos:

∆u2
u1

∆v2
v1
C ′′(u, v) = C ′′(u2, v2)− C ′′(u1, v2)− C ′′(u2, v1) + C ′′(u1, v1)

= ĺım
s2→u2
t2→v2

C ′(s2, t2)− ĺım
s2→u2
t1→v1

C ′(s2, t1)− ĺım
s1→u1
t2→v2

C ′(s1, t2) + ĺım
s1→u1
t1→v1

C ′(s1, t1)

≥ 0.

Como existe un ε > 0 tal que cuando |u1 − s1| , |u2 − s2| , |v1 − t1| , |v2 − t2| < ε

entonces s1 ≤ s2, t1 ≤ t2 (al ser u1 ≤ u2, v1 ≤ v2) y aśı podemos asegurar por ser

C ′ 2–creciente que el C ′′–volumen es positivo.

iii. Se verifica para todo (u, v) ∈ S1 × S2 pues en ese caso C ′ = C ′′. Para (u, v) ∈
∂(S1 × S2):

C ′′(u, 1) = ĺım
s→u
s∈S1

C ′(s, 1) = ĺım
s→u
s∈S1

s = u y C ′′(1, v) = ĺım
t→v
t∈S2

C ′(1, t) = ĺım
t→v
t∈S2

t = v.

Vamos con el segundo paso, extender C ′′ a una subcópula C con dominio I2.

Construcción de C

Sea (u, v) ∈ I2. Denotamos por a1 y a2 a los elementos más grande y más pequeño de S1

que verifiquen a1 ≤ u ≤ a2. Análogamente, denotaremos por b1 y b2 a los elementos más

grande y más pequeño de S2 que verifiquen b1 ≤ v ≤ b2. Si u ∈ S1, entonces a1 = u = a2.

Del mismo modo, si v ∈ S2, entonces b1 = v = b2. Con estos elementos podemos definir

las funciones λ y µ:

λ(u) :=

{
u−a1
a2−a1 , si a1 < a2

1, si a1 = a2
, µ(v) :=

{
v−b1
b2−b1 , si b1 < b2

1, si b1 = b2
. (A.4)

Notemos que las funciones λ y µ son lineales en sus argumentos y sus valores están entre

0 y 1.

Ahora podemos definir C(u, v) como la interpolación entre C ′′(a1, b1), C ′′(a1, b2), C ′′(a2, b1)

y C ′′(a2, b2) con coeficientes dados por λ y µ:

C(u, v) : = [(1− λ(u))(1− µ(v))]C ′′(a1, b1) + [(1− λ(u))]C ′′(a1, b2)

+ [λ(u)(1− µ(v))]C ′′(a2, b1) + [λ(u)µ(v)]C ′′(a2, b2). (A.5)

A esta interpolación le llamaremos interpolación bilineal. C es una extensión de C ′′, pues

para (u, v) ∈ DomC ′′, λ(u) = µ(v) = 1 y C(u, v) = C ′′(a2, b2) = C(u, v). Por lo tanto se

ha construido una función C : I2 → I tal que C|DomC′ = C ′. Falta ver que en efecto C

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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aśı construida es una cópula.

C es una cópula

Las condiciones i y ii de la Definición 1.7 se comprueban fácilmente:

i. Para todo u ∈ I, si v = 0, entonces b1 = b2 = 0 (0 ∈ S1) y µ(0) = 1 con lo que

C(u, 0) = (1− λ(u))C ′′(a1, 0) + λ(u)C ′′(a2, 0) = 0. Análogamente si v ∈ I y u = 0.

ii. Para todo u ∈ I, si v = 1, entonces b1 = b2 = 1 (0 ∈ S2) y µ(1) = 1 con lo que

C(u, 1) = (1− λ(u))C ′′(a1, 1) + λ(u)C ′′(a2, 1) = (1− λ(u))a1 + λ(u)a2

=

{ (
1− u−a1

a−a1

)
a1 + u−a1

a2−a1a2, a1 < a2

(1− 1)a1 + a2, a1 = a2

=

{
u, a1 < a2

a2, a1 = a2
= u.

La condición de 2–creciente es más complicada de probar. Sean (a, b) y (c, d) dos puntos

de I2 tales que a ≤ c y b ≤ d. Asociados a (a, b) consideraremos los puntos a1, a2, b1, b2 y

las funciones λ1, µ1. Del mismo modo, asociados a (c, d) tenemos los puntos c1, c2, d1, d2 y

las funciones λ2, µ2. Tenemos que comprobar que el volumen de B = [a, b]× [c, d],

VC(B) = VC ([a, c]× [b, d]) = C(c, d)− C(c, b)− C(a, d) + C(a, b), (A.6)

es no negativo. En lo que sigue, denotaremos por λ1 ≡ λ1(a), λ2 ≡ λ2(c), µ1 ≡ µ1(b) y

µ2 ≡ µ2(d).

Dependiendo de si existe algún punto en S1 que se encuentre estrictamente entre a y c, y

de si existe algún punto en S2 que se encuentre estrictamente entre b y d, van a aparecer

cuatro casos:

i. No existe ningún punto en S1 ni en S2.

ii. No existe ningún punto en S1, pero śı en S2.

iii. Existe algún punto en S1, pero no en S2.

iv. Existe algún punto en S1 y en S2.

El caso i es el más sencillo. Los casos ii y iii son un poco más complicados. El último es

el más complicado con diferencia.

Caso I

Al no haber puntos de S1 entre a y c, se sigue que a1 = c1 y que c2 = a2. Del mismo

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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modo, b1 = d1 y b2 = d2. Por ese motivo, las expresiones de C(c, d), C(c, b), C(a, d) y

C(a, b) quedan en función de C ′′(a1, b1), C ′′(a1, b2), C ′′(a2, b1) y C ′′(a2, b2):

VC(B) = (λ2 − λ1)(µ2 − µ1) [C ′′(a1, b1)− C ′′(a1, b2)− C ′′(a2, b1) + C ′′(a2, b2)]

= (λ2 − λ1)(µ2 − µ1)VC ([a1, a2]× [b1, b2]) ≥ 0. (A.7)

Al ser a ≤ c, b ≤ d y λi(·), µi(·), i = 1, 2 funciones lineales crecientes, λ1 ≤ λ2 y µ1 ≤ µ2 y

los volúmenes son no negativos por ser C ′′ 2–creciente.

Caso II

En el caso ii, a1 = c1 y c2 = a2 y la cosa se complica, porque tenemos que expresar

(A.6) por C ′′(a1, d1), C ′′(a1, d2), C ′′(a2, d1), C ′′(a2, d2), C ′′(a1, b1), C ′′(a1, b2), C ′′(a2, b1) y

C ′′(a2, d2). Después de agrupar y separar términos se llega a

VC(B) = (1− µ1)(λ2 − λ1)VC ([a1, a2]× [b1, b2])

+ (λ2 − λ1)VC ([a1, a2]× [b2, d1])

+ µ2(λ2 − λ1)VC ([a1, a2]× [d1, d2]) ≥ 0. (A.8)

Tenemos una suma de volúmenes (rectángulos con vértices en S1 × S2) con coeficientes

no negativos, por lo que el volumen es no negativo.

Caso III

Ahora b1 = d1 y b2 = d2, y el procedimiento es análogo al anterior, resultando

VC(B) = (1− λ1)(µ2 − µ1)VC ([b1, b2]× [a1, a2])

+ (µ2 − µ1)VC ([b1, b2]× [a2, c1])

+ λ2(µ2 − µ1)VC ([b1, b2]× [c1, c2]) ≥ 0. (A.9)

Caso IV

Hay que sustituir los valores de C(c, d), C(c, b), C(a, d) y C(a, b) en (A.6) y conseguir

descomponer y reordenar los 16 términos que aparecen para conseguir tener la siguiente

expresión en volúmenes (engloba 36 evaluaciones de la subcópula C ′′):

VC(B) = (1− λ1)µ2VC([a1, a2]× [d1, d2])

+ µ2VC([a2, c1]× [d1, d2])

+ λ2µ2VC([c1, c2]× [d1, d2])

+ (1− λ1)VC([c1, c2]× [b2, d1])

+ VC([a2, c1]× [b2, d1])

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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+ λ2VC([c1, c2]× [b2, d1])

+ (1− λ1)(1− µ1)VC([a1, a2]× [b1, b2])

+ (1− µ1)VC([a2, c1]× [b1, b2])

+ λ2(1− µ1)VC([c1, c2]× [b1, b2]) ≥ 0. (A.10)

De nuevo es una suma de volúmenes con vértices en DomC ′′, por lo tanto no negativos.

Además todos los coeficientes son positivos.

I

(a,b)

(a,d)

(c,b)

(c,d)

(a1, b1)

(a1, b2)

(a2, b1)

(a2, b2)
II

(a,b)

(a,d)

(c,b)

(c,d)

(a1, b1)

(a1, b2)

(a1, d1)

(a1, d2)

(c2, b1)

(c2, b2)

(c2, d1)

(c2, d2)

III

(a,b)

(a,d)

(c,b)

(c,d)

(a1, b1)

(a1, b2)

(a2, b1)

(a2, b2)

(c1, b1)

(c1, b2)

(c2, b1)

(c2, b2)
IV

(a,b)

(a,d)

(c,b)

(c,d)

(a1, b1)

(a1, b2)

(a1, d1)

(a1, d2)

(a2, b1)

(a2, b2)

(a2, d1)

(a2, d2)

(c1, b1)

(c1, b2)

(c1, d1)

(c1, d2)

(c2, b1)

(c2, b2)

(c2, d1)

(c2, d2)

Figura A.1: Descomposición de B por casos.

Lo más interesante de este proceso es su interpretación gráfica. Los resultados obtenidos

en (A.7), (A.8), (A.9) y (A.10) muestran la descomposición del volumen del rectángulo

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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B en 1, 3, 3 y 9 rectángulos respectivamente, según muestra la Figura A.1.

A.2. Otra caracterización de la dependencia perfecta

Definición A.1. Un subconjunto S de R2
es no decreciente si

∀(x, y), (u, v) ∈ S, x < u⇒ y ≤ v. (A.11)

Lema A.2 (Equivalencia con comonotońıa). Sea S un subconjunto de R2
. Entonces S

es no decreciente si y sólo si para cada (x, y) ∈ R2
se verifica uno de los siguientes

enunciados:

i. ∀(u, v) ∈ S, u ≤ x⇒ v ≤ y.

ii. ∀(u, v) ∈ S, v ≤ y ⇒ u ≤ x.

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo en ambos casos.

Supongamos que S es no decreciente y que no se verifican ni i ni ii. Entonces existen

puntos (a, b) y (c, d) en S tales que a ≤ x, b > y, d ≤ y y c > x. Luego a < c y b > d, lo

que es una contradicción porque S es no decreciente.

Supongamos que se verifican i o ii y que S es no decreciente. Entonces existen puntos de

S (a, b) y (c, d) con a < c y b > d. Para (x, y) =
(
a+b

2
, b+d

2

)
no se verifican ni (i) ni (ii)

con (u, v) = (a, b) y (u, v) = (c, d).

Lema A.3. Sean X e Y variables aleatorias con función de distribución conjunta H.

Entonces H es igual a su cota superior de Fréchet–Hoeffding si y sólo si para todo (x, y) ∈
R2

, o P{X > x, Y ≤ y} = 0 o P{X ≤ x, Y > y} = 0.

Demostración. Si F y G son las marginales de H, entonces

F (x) = P{X ≤ x} = P{X ≤ x, Y ≤ y}+ P{X ≤ x, Y > y}

= H(x, y) + P{X ≤ x, Y > y},

G(y) = P{X ≤ x} = P{X ≤ x, Y ≤ y}+ P{X > x, Y ≤ y}

= H(x, y) + P{X > x, Y ≤ y}.

Aśı H(x, y) = mı́n(F (x), G(y))⇔ P{X ≤ x, Y > y} = 0 o P{X > x, Y ≤ y} = 0.

Teorema A.1. Sean X e Y variables aleatorias con función de distribución conjunta H.

Entonces H es idénticamente igual a su cota superior de Fréchet–Hoeffding si y sólo si el

soporte de H es un subconjunto de R2
no decreciente.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Demostración. Denotemos por S el soporte de H y sea (x, y) ∈ R2
. La condición i se

verifica si y sólo si {(u, v) : u ≤ x, v > y} ∩ S = ∅, es decir, si y sólo si P{X ≤ x, Y >

y} = 0. De forma semejante, i se cumple si y sólo si {(u, v) : u > x, v ≤ y} ∩ S = ∅, si y

sólo si P{X > x, Y ≤ y} = 0. El teorema se prueba aplicando los Lemas A.2 y A.3.

Definición A.2. Un subconjunto S de R2
es no creciente si

∀(x, y), (u, v) ∈ S, x < u⇒ y ≥ v. (A.12)

Lema A.4 (Equivalencia con contramonotońıa). Sea S un subconjunto de R2
. Entonces

S es no decreciente si y sólo si para cada (x, y) ∈ R2
se verifica uno de los siguientes

enunciados:

i. ∀(u, v) ∈ S, u ≤ x⇒ v > y.

ii. ∀(u, v) ∈ S, v > y ⇒ u ≤ x.

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo en ambos casos.

Supongamos que S es no decreciente y que no se verifican ni i ni ii. Entonces existen

puntos (a, b) y (c, d) en S tales que a ≤ x, b ≤ y, d > y y c > x. Luego a < c y d > b, lo

que es una contradicción porque S es no creciente.

Supongamos ahora que se verifican i o ii y que S es no creciente. Entonces existen puntos

de S (a, b) y (c, d) con a < c y b ≥ d. Para (x, y) =
(
a+b

2
, b+d

2

)
no se verifican ni i ni ii con

(u, v) = (a, b) y (u, v) = (c, d).

Lema A.5. Sean X e Y variables aleatorias con función de distribución conjunta H.

Entonces H es igual a su cota superior de Fréchet–Hoeffding si y sólo si para todo (x, y) ∈
R2

, o P{X ≤ x, Y ≤ y} = 0 o P{X > x, Y > y} = 0.

Demostración. Si F y G son las marginales de H, entonces

H(x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y} = 1− P {X < x} − P {Y < y}+ P {X > x, Y > y}

= F (x) +G(y)− 1 + P {X > x, Y > y} .

Aśı H(x, y) = máx(F (x) + G(y) − 1, 0) ⇔ P{X ≤ x, Y ≤ y} = 0 o P{X > x, Y > y} =

0.

Teorema A.2. Sean X e Y variables aleatorias con función de distribución conjunta H.

Entonces H es idénticamente igual a su cota inferior de Fréchet–Hoeffding si y sólo si el

soporte de H es un subconjunto de R2
no creciente.

Demostración. Denotemos por S el soporte de H y sea (x, y) ∈ R2
. La condición i se

verifica si y sólo si {(u, v) : u ≤ x, v ≤ y} ∩ S = ∅, es decir, si y sólo si P{X ≤ x, Y ≤
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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230 Caṕıtulo A. Complementos teóricos

y} = 0. De forma semejante, i se cumple si y sólo si {(u, v) : u > x, v > y} ∩ S = ∅, si y

sólo si P{X > x, Y > y} = 0. El teorema se prueba aplicando los Lemas A.4 y A.5.

A.3. Prueba de la Proposición 1.3

Proposición A.1. Bajo la composición, ◦, el conjunto de operaciones de construir la

cópula de supervivencia (∧), el dual de una cópula (∼) y la co–cópula de una cópula dada

(∗), junto a la operación identidad (i) forman el grupo dihédrico Dih2 de la Tabla A.1.

◦ i ∧ ∼ ∗
i i ∧ ∼ ∗
∧ ∧ i ∗ ∼
∼ ∼ ∗ i ∧
∗ ∗ ∼ ∧ i

Tabla A.1: Grupo dihédrico Dih2 para ∧, ∼ y ∗.

Demostración. La primera fila es triviales. Notemos que la operación identidad de una

cópula es dejarla como está.

Probar que se verifica la diagonal es ver que las operaciones son idempotentes:

∧ ◦ ∧ = i

̂(
Ĉ(u, v)

)
= u+ v − 1 + Ĉ(1− u, 1− v)

= u+ v − 1 + (1− u) + (1− v)− 1 + C(u, v) = C(u, v),

∼ ◦ ∼= i

˜(
C̃(u, v)

)
= u+ v − C̃(u, v) = u+ v − (u+ v − C(u, v)) = C(u, v),

∗ ◦ ∗ = i

(C∗(u, v))∗ = 1− C∗(1− u, 1− v) = 1− (1− C(u, v)) = C(u, v).

Probemos la parte triangular superior de la tabla:

∧◦ ∼= ∗

̂(
C̃(u, v)

)
= u+ v − 1 + C̃(1− u, 1− v)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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= u+ v − 1 + (1− u+ 1− v − C(1− u, 1− v))

= 1− C(1− u, 1− v) = C∗(u, v),

∧ ◦ ∗ =∼

̂(C∗(u, v)) = u+ v − 1 + C∗(1− u, 1− v)

= u+ v − 1 + (1− C(u, v)) = u+ v − C(u, v) = C̃(u, v),

∼ ◦∗ = ∧

˜(
Ĉ(u, v)

)
= u+ v − Ĉ(u, v) = u+ v − (u+ v − 1− C(1− u, 1− v))

= 1− C(1− u, 1− v) = C∗(u, v).

Para asegurar la conmutatividad tenemos que probar también la parte triangular inferior:

∼ ◦∧ = ∗

˜(
Ĉ(u, v)

)
= u+ v − Ĉ(u, v) = u+ v − (u+ v − 1 + C(1− u, 1− v))

= 1− C(1− u, 1− v) = C∗(u, v),

∗ ◦ ∧ =∼(
Ĉ(u, v)

)∗
= 1− Ĉ(1− u, 1− v) = 1− (1− u+ 1− v − 1 + C(u, v))

= u+ v − C(u, v) = C̃(u, v),

∗◦ ∼= ∧

̂(
C̃(u, v)

)
= u+ v − 1 + C̃(1− u, 1− v)

= u+ v − 1 + (1− u+ 1− v − C(1− u, 1− v))

= 1− C(1− u, 1− v) = C∗(u, v).

Con esto queda probado que ∧, ∼ y ∗ formal el grupo dihédrico Dih2.
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A.4. Condición de Lipschitz y relación con la conti-

nuidad absoluta

En lo que sigue se recuerdan los conceptos de condición de Lipschitz y de continuidad

absoluta para funciones definidas en R. Se ve la relación de la definición anaĺıtica de la

continuidad absoluta con la definición de la Teoŕıa de la Medida y la relación entre la

condición de Lipschitz y la continuidad absoluta.

Definición A.3. Una función F : R → R es absolutamente continua (a.c) si para todo

ε > 0 existe un δ > 0 tal que si la colección de intervalos disjuntos {[aj, bj]}j=1,...,k con

k ∈ N verifica que
∑k

j=1 |bj − aj| < δ, entonces
∑k

j=1 |F (bj)− F (aj)| < ε.

Definición A.4. Una función F : [a, b] → R es absolutamente continua si la función F̃

definida por

F̃ (x) =

 F (x), a ≤ x ≤ b
F (a), x < a
F (b), x > b

(A.13)

es absolutamente continua.

Teorema A.3. Una función F : [a, b]→ R es absolutamente continua si y sólo si existe

una función f : [a, b]→ R tal que f es medible según la medida de Lebesgue (m) y tal que

F (x) = F (a) +

∫
[a,x]

f dm, ∀x : a ≤ x ≤ b. (A.14)

Esta función f es la derivada de F según el cálculo usual.

Demostración. Puede verse en [3].

Definición A.5. Dada una función F : I → R, con I un intervalo de R, se dice que es

Lipschitziana o que verifica la condición de Lipschitz si existe una constante K > 0 tal

que para todo x, y ∈ I se verifica la condición de Lipschitz

|F (x)− F (y)| ≤ K |x− y| . (A.15)

Observación A.1. Esta condición implica que en los puntos en los que exista la derivada

de F , su módulo estará acotado por K:

|F ′(x)| = ĺım
h→0

∣∣∣∣F (x+ h)− F (x)

h

∣∣∣∣ ≤ K |x+ h− h|
|h|

= K. (A.16)

�
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Teorema A.4. Sea una función F : [a, b] → R. Si F es Lipschitziana, entonces F es

absolutamente continua. Rećıprocamente, si F es absolutamente continua y |F ′| ≤ K,

entonces F es Lipschitziana con constante K.

Demostración. Supongamos que F es Lipschitziana con constante K. Entonces, para todo

ε > 0 existe δ = ε
K

tal que si la colección de intervalos disjuntos {[aj, bj]}j=1,...,k verifica

que
∑k

j=1 |bj − aj| < δ, y por tanto

k∑
j=1

|F (bj)− F (aj)| ≤ K

k∑
j=1

|bj − aj| < Kδ = ε. (A.17)

Si F es absolutamente continua, su derivada F ′ = f existe para casi todo punto con

respecto a la medida de Lebesgue y por el Teorema A.3, podemos escribir para cualquier

x, y ∈ [a, b]:

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣∣F (a) +

∫
[a,x]

f dm− (F (a) +

∫
[a,y]

f dm)

∣∣∣∣
≤
∫ y

x

|f | dm ≤ K |x− y| .

Por tanto F es Lipschitziana con constante K.

A.5. Convexidad y Medio–convexidad

Definición A.6. Sea f : I → R una función definida sobre un intervalo real I. Se dice

que f es convexa si para todo x, y ∈ I y λ ∈ [0, 1],

f (λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (A.18)

Definición A.7. Sea f : I → R una función definida sobre un intervalo real I. Se dice

que f es medio–convexa si para todo x, y ∈ I,

f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
. (A.19)

Proposición A.2. Sea f : I → R una función continua. Si f es medio–convexa, en-

tonces es convexa.

Demostración. Se procede por reducción al absurdo.

Si f no es convexa, entonces existe un intervalo [a, b] tal que el grafo de f |[a,b] no se

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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encuentra bajo el segmento que une (a, f(a)) y (b, f(b)), es decir, la función

ϕ(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)− f(a), x ∈ [a, b] (A.20)

verifica γ = sup {ϕ(x) : x ∈ [a, b]} > 0. Observemos que ϕ es continua al serlo f y que

ϕ(a) = ϕ(b) = 0. Además se comprueba fácilmente que ϕ es medio–convexa.

Sea c = ı́nf {x ∈ [a, b] : ϕ(x) = γ}, entonces ϕ(c) = γ y c ∈ (a, b). Por la definición de c,

para toda cantidad h > 0 tal que c± h ∈ (a, b) se tiene

ϕ(c− h) < ϕ(c) y ϕ(c+ h) ≤ ϕ(c). (A.21)

Aśı pues:

ϕ(c) >
ϕ(c− h)− ϕ(c+ h)

2
, (A.22)

una contradicción con el hecho de que ϕ sea medio–convexa.
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Apéndice B

Códigos para las simulaciones

B.1. Método condicional

## Ejemplo 5 .1 − Ali−Mikhail−Haq ##

#Cópula AMH

u<-runif ( 500 )

t<-runif ( 500 )

v<-(u*sqrt (t) )/(1 -(1 -u)*sqrt (t) )

plot (u , v)

#D i s t r i b u c i ó n H

x<-2*u -1

y<- -log(1 -v)

windows ( )

plot (x , y)

#Marginales normales

z<-qnorm (u)

t<-qnorm (v)

windows ( )

plot (z , t)

## Ejemplo 5 .2 − c ópula con componente s i n g u l a r ##

u<-runif ( 500 )

t<-runif ( 500 )

qinvCu=function (t , u , theta ){
res<-numeric (length (t) )

ind1<-which (t>(1 -theta )/(1 -theta+theta*u) )

ind2<-which (t<=(1 -theta )/(1 -theta+theta*u) )

235
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res [ ind1 ] =(t [ ind1 ] +theta -1)/theta

res [ ind2 ] =(1 -theta )*(1 -u [ ind2 ] )/(1 -theta+theta*u [ ind2 ] )

return (res)

}

v=qinvCu (t , u , 0 . 2 )

plot (u , v)

windows ( )

v=qinvCu (t , u , 0 . 9 )

plot (u , v)

## Ejemplo 5 .3 − Clayton ##

library (scatterplot3d )

theta=5

n=500

#2−c ópula

v1<-runif (n)

u1=v1

v2<-runif (n)

u2<-(u1ˆ( -theta )*(v2ˆ( -theta/(theta -1) ) -1) +1)ˆ( -1/theta )

plot (u1 , u2)

#3−c ópula

v3<-runif (n)

u3<-( (u1ˆ( -theta ) +u2ˆ( -theta ) -1)*(v3ˆ(theta/( -2*theta -1) ) -1) +1)ˆ( -1/theta )

windows ( )

scatterplot3d (u1 , u2 , u3 , angle=45 )

#Marginales normales

x1<-qnorm (u1)

x2<-qnorm (u2)

x3<-qnorm (u3)

windows ( )

plot (x1 , x2)

windows ( )

scatterplot3d (x1 , x2 , x3 , angle=45 )
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## Ejemplo 5 .4 − Frank ##

library (scatterplot3d )

theta=10

n=500

#2−c ópula

v1<-runif (n)

u1=v1

v2<-runif (n)

u2<- -1/theta*log(1+(v2*(1 -exp( -theta ) ) )/

(v2*(exp( -theta*u1) -1) -exp( -theta*u1) ) )

plot (u1 , u2)

#3−c ópula

v3<-runif (n)

a<-(exp( -theta ) -1)*( (exp( -theta ) -1) +(exp( -theta*u1) -1)*(exp( -theta*u2) -1) )ˆ2

b<-(exp( -theta ) -1)ˆ2

c<-(exp( -theta*u1) -1)*(exp( -theta*u2) -1)

A<-v3*cˆ2

B<-2*v3*b*c -a

C<-v3*bˆ2

x<-( -B+sqrt (Bˆ2 -4*A*C) )/(2*A)

u3<- -log(x+1)/theta

windows ( )

scatterplot3d (u1 , u2 , u3)

B.2. Simulación de cópulas Arquimedianas

## Ejemplo 5 .5 − Gumbel ##

#Funciones n e c e s a r i a s

phi=function (t , theta ){( -log(t) )ˆtheta}
invphi=function (u , theta ){exp( -uˆ(1/theta ) )}
Kc=function (z , theta ){z*(theta -log(z) )/theta}
invKc=function (t){uniroot (function (z){Kc(z , theta ) -t} ,

interval=c(1e -9 ,1 ) )$root}
theta=2

n=500

t=runif (n)

w=runif (n)
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z<-sapply (t , invKc )

u=invphi (w*phi(z , theta ) , theta )

v=invphi ( (1 -w)*phi(z , theta ) , theta )

plot (u , v)

## Ejemplo 5 .6 ##

n<-500

theta<-7

u<-runif (n)

t<-runif (n)

phi=function (t , theta ){(1 -t)ˆtheta}
derphi=function (t , theta ){ -theta*(1 -t)ˆ(theta -1)}

invderphi=function (u , theta ){
res<-numeric (length (u) )

ind1=which (0>=u & u>= -theta )

ind2=which (u<= -theta )

res [ ind1 ] =1 -( -u [ ind1 ] /theta )ˆ(1/(theta -1) )

res [ ind2 ] =0

return (res)

}

invphi=function (u , theta ){
res<-numeric (length (u) )

ind1=which (0<=u & u<=1)

ind2=which (u>1)

res [ ind1 ] =1 -u [ ind1 ] ˆ(1/theta )

res [ ind2 ] =0

return (res)

}

s<-invderphi (derphi (u , theta )/t , theta )

v<-invphi (phi(s , theta ) -phi(u , theta ) , theta )

#Cópula

plot (u , v)

#Marginales normales

x=qnorm (u)

y=qnorm (v)

windows ( )

plot (x , y)
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B.3. Método de Marshall y Olkin

## Ejemplo 5 .7 − Clayton ##

TF=function (s , theta ){(1+s)ˆ( -1/theta )}

n=500

theta=5

gamma=rgamma (n , scale=1 , shape=1/theta )

v1=runif (n)

v2=runif (n)

u1=TF( -log(v1)/gamma , theta )

u2=TF( -log(v2)/gamma , theta )

plot (u1 , u2)

## Ejemplo 5 .8 − Gumbel ##

library (fBasics )

library (scatterplot3d )

TF=function (s , theta ){exp( -sˆ(1/theta ) )}

n=1000

theta=3

#Generar PS( alpha , 1 ) por e l paquete f B a s i c s

gamma<-rstable (n , 1 /theta , 1 , cos(pi/(2*theta ) )ˆtheta , 0 , 0 )

#Generar PS( alpha , 1 ) según Tr ived i

eta<-runif (n , 0 , pi)

w<-rexp (n , 1 )

a=1/theta

z=(sin( (1 -a)*eta)*(sin(a*eta) )ˆ(a/(1 -a) ) )/(sin(eta)ˆ(1/(1 -a) ) )

gamma=(z/w)ˆ( (1 -a)/a)

v1=runif (n)

v2=runif (n)

v3=runif (n)

u1=TF( -log(v1)/gamma , theta )

u2=TF( -log(v2)/gamma , theta )
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u3=TF( -log(v3)/gamma , theta )

plot (u1 , u2)

windows ( )

scatterplot3d (u1 , u2 , u3)

## Ejemplo 5 .9 − Ali−Mikhail−Haq ##

library (scatterplot3d )

TF=function (s , theta ){(1 -theta )*exp( -s)/(1 -theta*exp( -s) )}

n=1000

theta= 0 .9

gamma=rgeom (n , prob=1 -theta )

v1=runif (n)

v2=runif (n)

v3=runif (n)

u1=TF( -log(v1)/gamma , theta )

u2=TF( -log(v2)/gamma , theta )

u3=TF( -log(v3)/gamma , theta )

plot (u1 , u2)

windows ( )

scatterplot3d (u1 , u2 , u3)

B.4. Algunos algoritmos particulares

## Ejemplo 5 .10 − Cópula Gaussiana ##

n=500

ndim=3

set . seed ( 123456 )

R=matrix (c( 1 , -0 . 8 5 , 0 . 7 , -0 . 85 , 1 , -0 . 5 , 0 . 7 , -0 . 5 , 1 ) , ncol=3 , byrow=T)

A=t(chol (R) )

z=matrix (rnorm (n*ndim ) , ncol=ndim , nrow=n)

x=t(apply (z , 1 , function (s){A %* %s}) )
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u=pnorm (x)

#Cópula

windows ( )

pairs (u)

#Marginales normales

windows ( )

pairs (qnorm (u) , xlim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) , ylim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) )

## Ejemplo 5 .11 − Cópula t−Student ##

n=500

ndim=3

v=2

set . seed ( 123456 )

R=matrix (c( 1 , -0 . 8 5 , 0 . 7 , -0 . 85 , 1 , -0 . 5 , 0 . 7 , -0 . 5 , 1 ) , ncol=3 , byrow=T)

A=t(chol (R) )

z=matrix (rnorm (n*ndim ) , ncol=ndim , nrow=n)

s=rchisq (n , v)

y=t(apply (z , 1 , function (s){A %* %s}) )

x=sqrt (v/s)*y

u=pt(x , v)

#Cópula

windows ( )

pairs (u)

#Marginales normales

windows ( )

pairs (qnorm (u) , xlim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) , ylim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) )

## Ejemplo 5 .12 − Cópula de FGM ##

n=1000

theta= -1

u=runif (n)
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t=runif (n)

a=theta*(2*u -1) -1

b=sqrt ( (1 -theta*(2*u -1) )ˆ2 +4*theta*t*(2*u -1) )

v=2*t/(b -a)

#Cópula

plot (u , v)

#Marginales normales

x=qnorm (u)

y=qnorm (v)

windows ( )

plot (x , y , xlim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) , ylim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) )

## Ejemplo 5 .13 − Cópula de Placket t ##

n=500

theta=20

u=runif (n)

t=runif (n)

a=t*(1 -t)

b=theta+a*(theta -1)ˆ2

c=2*a*(u*thetaˆ2 +1 -u) +theta*(1 -2*a)

d=sqrt (theta )*sqrt (theta+4*a*u*(1 -u)*(1 -theta )ˆ2 )

v=(c -(1 -2*t)*d)/(2*b)

#Cópula

plot (u , v)

#Marginales normales

x=qnorm (u)

y=qnorm (v)

windows ( )

plot (x , y , xlim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) , ylim=c( -3 . 5 , 3 . 5 ) )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Apéndice C

Códigos para las aplicaciones

C.1. Aplicación a la regresión cuantil

## Regres i ón c u a n t i l con c ópu las − f unc i one s comunes ##

library (copula )

# Función de d i s t r i b u c i ó n emp ı́ r i ca y func i ón c u a n t i l emp ı́ r i ca

# a p a r t i r de unas obse rvac i one s obs

Fn=function (x , obs){
fn=function (s){length (which (obs<=s) )/length (obs)}
sapply (x , fn)

}
invFn=function (u , obs){

invfn=function (v){max(obs [ which (Fn(obs , obs)<=v) ] )}
sapply (u , invfn )

}

## Ejemplo 7 .1 P lacket t ##

theta<- 0 .1

muestra_cop<-rcopula (plackettCopula (theta ) ,500 )

#Marginales uni formes

plot (muestra_cop)

u=seq( 0 ,1 , by= 0 .01 )

v=(1+(theta -1)*u)/(theta+1)

lines (u , v , col=” red ” , lwd=3)

#Marginales normales N(3 , 1 ) y N(0 , 5 )

muestra_cop_norm=cbind (qnorm (muestra_cop [ ,1 ] , 3 ,1 ) ,
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qnorm (muestra_cop [ ,2 ] , 0 ,5 ) )

windows ( )

plot (muestra_cop_norm )

x=seq(min(muestra_cop_norm [ ,1 ] ) , max(muestra_cop_norm [ ,1 ] ) ,by= 0 .01 )

y=qnorm ( (1+(theta -1)*pnorm (x , 3 , 1 ) )/(theta+1) , 0 ,5 )

lines (x , y , col=” red ” , lwd=3)

## Ejemplo 7 .2 Gaussiana ##

rho<- 0 .8

muestra_cop<-rcopula (normalCopula (rho) ,500 )

#Marginales uni formes

plot (muestra_cop)

u=seq( 0 ,1 , by= 0 .01 )

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
v=pnorm (rho*qnorm (u) +sqrt (1 -rhoˆ2 )*qnorm (p) )

lines (u , v , col=” red ” , lwd=3)

}

#Marginales Weibull ( 3 , 2 ) y Weibull ( 5 , 5 )

muestra_cop_we=cbind (qweibull (muestra_cop [ ,1 ] , 2 ,3 ) ,

qweibull (muestra_cop [ ,2 ] , 5 ,5 ) )

windows ( )

plot (muestra_cop_we)

x=seq(min(muestra_cop_we [ ,1 ] ) , max(muestra_cop_we [ ,1 ] ) ,by= 0 .01 )

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
y=qweibull (pnorm (rho*qnorm (pweibull (x , 2 , 3 ) ) +sqrt (1 -rhoˆ2 )*qnorm (p) ) , 5 ,5 )

lines (x , y , col=” red ” , lwd=3)

}
legend (” bottomright ” , legend=c(” Reales ” , ”Estimados”) ,

col=c(” red ” , ” blue ”) , lwd=2)

#Estimaci ón de l a s curvas c u a n t i l e s

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
ytilde=invFn (pnorm (rho*qnorm (Fn(x , muestra_cop_we [ ,1 ] ) ) +

sqrt (1 -rhoˆ2 )*qnorm (p) ) , muestra_cop_we [ ,2 ] )

lines (x , ytilde , col=” blue ” , lwd=2)

}
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## Ejemplo 7 .3 Frank ##

theta<-3

muestra_cop<-rcopula (archmCopula (” f rank ” , theta ) ,500 )

#Marginales uni formes

plot (muestra_cop)

u=seq( 0 ,1 , by= 0 .01 )

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
v= -1/theta*log(1 -(1 -exp( -theta ) )/(1+exp( -theta*u)*(1/p -1) ) )

lines (u , v , col=” red ” , lwd=3)

}

#Marginales Gamma(4 , 5 ) y Student_ 2(3 ,10)

muestra_cop_gt=cbind (qgamma (muestra_cop [ ,1 ] , 5 ,2 ) ,

qt(muestra_cop [ ,2 ] ,df= 10 ,4 ,15 ) )

windows ( )

plot (muestra_cop_gt)

x=seq(min(muestra_cop_gt [ ,1 ] ) , max(muestra_cop_gt [ ,1 ] ) ,by= 0 .01 )

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
y=qt( -1/theta*log(1 -(1 -exp( -theta ) )/(1+exp( -theta*pgamma (x , 5 , 2 ) )

*(1/p -1) ) ) ,df= 10 ,4 ,15 )

lines (x , y , col=” red ” , lwd=3)

}
legend (” bottomright ” , legend=c(” Reales ” , ”Estimados”) ,

col=c(” red ” , ” blue ”) , lwd=2)

#Estimaci ón de l a s curvas c u a n t i l e s

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
ytilde=invFn ( -1/theta*log(1 -(1 -exp( -theta ) )/(1+exp( -theta*

Fn(x , muestra_cop_gt [ ,1 ] ) )*(1/p -1) ) ) , muestra_cop_gt [ ,2 ] )

lines (x , ytilde , col=” blue ” , lwd=2)

}
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Eduardo Garćıa Portugués
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C.2. Método de Genest y Rivest para la estimación

de cópulas Arquimedianas mediante la Tau de

Kendall

library (fCopulae )

library (copula )

data (uranium )

## Explorac i ón datos y Tau de Kendall ##

datos<-uranium [ c( 6 ,3 ) ] # escand io y coba l to

n=length (datos [ ,1 ] )

# Expresar l o s datos en c u a n t i l e s

datos_cuant<-apply (datos , 2 , rank )

datos_cuant<-datos_cuant/n

plot (datos [ ,1 ] , datos [ ,2 ] , xlab=names (datos ) [ 1 ] , ylab=names (datos ) [ 2 ] )

tau<-cor . test (datos [ ,1 ] , datos [ ,2 ] , method=” kenda l l ”)$estimate
names (tau)<-NULL

## Taus máximas y mı́nimas para l a s 22 c ópu las ##

maxtau=function (number , inf=100 ){
tau=c( 1 ,1 ,1/ 3 ,1 , 1 , 1 , 1 , 1 / 3 ,0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 / 3 ,1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 0 )

alpha=c(inf , inf , 1 , inf , inf , inf , 0 , inf , 0 , 0 , 0 , inf , inf , inf , inf , inf , inf , inf ,

inf , inf , inf , 0 )

return (list (” tau ”=tau [ number ] , ” alpha ”=alpha [ number ] ) )

}

mintau=function (number , inf=100 ){
tau=c( -1 , -1 , (5 -8*log(2) )/ 3 ,0 , -1 ,0 ,0 , -1 , -0 .36132 , -0 .18172 , -0 .56491 ,1 /3 ,

-0 .36132 ,1 /3 , -1 , -1 , -0 .61035 ,1 /3 ,1/ 3 ,0 , -1 , -0 .46740 )

alpha=c( -1 ,1 , -1 ,1 , -inf , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 0 . 5 , 1 , 0 , 1 , 1 , 0 , -inf , 2 , 0 , 0 , 1 , 1 )

return (list (” tau ”=tau [ number ] , ” alpha ”=alpha [ number ] ) )

}

## Estimaci ón de l o s parámetros alpha para l a s 22 c ópulas , ##

## cuando es p o s i b l e ##

estim_alpha=function (ktau , num , inf=1e10 , inf2=500 ){
if(ktau>maxtau (num , inf)$tau){return (maxtau (num , inf)$alpha )}
else if(ktau<mintau (num , inf)$tau){return (mintau (num , inf)$alpha )}
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else

uniroot (function (x){archmTau (alpha = x , type = as . character (num) ,

lower = 1 .0 e -10 ) -ktau} , interval=c(mintau (num)$alpha ,

maxtau (num)$alpha ) )$root
}

# Parámetros est imados

mapply (estim_alpha , rep(tau , 22 ) ,1 :22 ) ->alpha_hat

## Estimaci ón no paramétr ica de K ##

z=numeric (n)

for(i in 1 :n){
z [ i ] <-length (which (datos [ ,1 ]<datos [ i , 1 ] & datos [ ,2 ]<datos [ i , 2 ] ) )/(n -1)

}

Kt=Vectorize (function (x){length (which (z<x) )/n} , ”x”)

## Dis tanc i a s L2 , L1 y LInf ##

dl2<-rep(NA , 22 )

dl1<-rep(NA , 22 )

dli<-rep(NA , 22 )

kfun<-Vectorize (Kfunc , ”x”)

for(i in 1 :22 ){
j<-as . character (i)

dl2 [ i ] <-sqrt (integrate (function (x){(kfun (x , alpha=alpha_hat [ i ] , type=j)

-Kt(x) )ˆ2} , 0 , 1 , subdivisions=600 )$value )

dl1 [ i ] <-integrate (function (x){abs(kfun (x , alpha=alpha_hat [ i ] , type=j)

-Kt(x) )} , 0 , 1 , subdivisions=600 )$value
dli [ i ] <-optimize (function (x){abs(kfun (x , alpha=alpha_hat [ i ] , type=j)

-Kt(x) )} , maximum=T , interval=c( 0 ,1 ) )$objective
}

# Mejores a j u s t e s ( usamos L2)

(best<-which . min(dl2) )

which . min(dl1)

which . min(dli)

## Gr á f i c a s de lambda ( t ) ##

# I d e n t i f i c a r l o s 5 mejores a j u s t e s

dibujar=sort (dl2 , index . return=T)$ix [ 1 :5 ]

color=c(” red ” , ” dodgerblue4 ” , ” green ” , ” deeppink3 ” , ” darkorange2 ”)
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nelsen<-c(paste (”N” , dibujar [ 1 ] , sep=””) , paste (”N” , dibujar [ 2 ] , sep=””) ,

paste (”N” , dibujar [ 3 ] , sep=””) , paste (”N” , dibujar [ 4 ] , sep=””) ,

paste (”N” , dibujar [ 5 ] , sep=””) )

# Funciones lambda

lambdakt=function (x){x -Kt(x)}
lambdaKfunc=function (x , alpha , num){x -Kfunc (x , alpha , type=num)}

#Gr á f i c a s

x<-seq( 0 ,1 , by= 0 .005 )

plot (x , lambdakt (x) , type=” l ” , ylim=c( -0 . 25 , 0 ) , lwd=3)

lines (x , lambdaKfunc (x , alpha_hat [ best ] ,as . character (best ) ) , type=” l ” , col=” red ” ,

lwd=3)

for(i in 1 :5){
lines (x , lambdaKfunc (x , alpha_hat [ dibujar [ i ] ] ,

as . character (dibujar [ i ] ) ) , type=” l ” , col=color [ i ] , lwd= 1 .5 )

}

legend (” bottomright ” , legend=c(expression (lambda [ n ] (t) ) , nelsen ) ,

col=c(” black ” , ” red ” , ” dodgerblue4 ” , ” green ” , ” deeppink3 ” , ” darkorange2 ”) ,

lwd=2)

## Superv ivenc ia ##

# Estimaci ón de K

w=numeric (n)

for(i in 1 :n){
w [ i ] <-length (which (datos [ ,1 ]>datos [ i , 1 ] & datos [ ,2 ]>datos [ i , 2 ] ) )/(n -1)

}

Kts=function (x){length (which (w<x) )/n}
Kts=Vectorize (Kts , ”x”)

dl2s<-rep(NA , 22 )

dl1s<-rep(NA , 22 )

dlis<-rep(NA , 22 )

for(i in 1 :22 ){
j<-as . character (i)

dl2s [ i ] <-sqrt (integrate (function (x){(kfun (x , alpha=alpha_hat [ i ] , type=j)

-Kts(x) )ˆ2} , 0 , 1 , subdivisions=600 )$value )

dl1s [ i ] <-integrate (function (x){abs(kfun (x , alpha=alpha_hat [ i ] , type=j)

-Kts(x) )} , 0 , 1 , subdivisions=600 )$value
dlis [ i ] <-optimize (function (x){abs(kfun (x , alpha=alpha_hat [ i ] , type=j)

-Kts(x) )} , maximum=T , interval=c( 0 ,1 ) )$objective
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}
# Mejores a j u s t e s

(bests<-which . min(el2s ) )

which . min(el1s )

which . min(elis )

# Gr á f i c a s

dibujars=sort (el2s , index . return=T)$ix [ 1 :5 ]

nelsens<-c(paste (”N” , dibujars [ 1 ] , sep=””) , paste (”N” , dibujars [ 2 ] , sep=””) ,

paste (”N” , dibujars [ 3 ] , sep=””) , paste (”N” , dibujars [ 4 ] , sep=””) ,

paste (”N” , dibujars [ 5 ] , sep=””) )

lambdakts=function (x){x -Kts(x)}

x<-seq( 0 ,1 , by= 0 .005 )

plot (x , sapply (x , lambdakts ) , type=” l ” , ylim=c( -0 . 25 , 0 ) , lwd=3)

lines (x , lambdaKfunc (x , alpha_hat [ bests ] ,as . character (bests ) ) ,

type=” l ” , col=” red ” , lwd=3)

for(i in 1 :5){
lines (x , lambdaKfunc (x , alpha_hat [ dibujars [ i ] ] ,

as . character (dibujars [ i ] ) ) , type=” l ” , col=color [ i ] , lwd= 1 .5 )

}

legend (” bottomright ” , legend=c(expression (lambda [ n ] (t) ) , nelsen ) ,

col=c(” black ” , ” red ” , ” dodgerblue4 ” , ” green ” , ” deeppink3 ” , ” darkorange2 ”) ,

lwd=2)

## Regres i ón c u a n t i l ##

invderPhi<-function (t , alpha , n){
uniroot (function (s){t -Phi(s , alpha , n , deriv=”1”)} , tol=1e -6 ,

interval=c(0+1e -10 ,1 -1e -10 ) )$root
}

regquant=function (u , p= 0 . 5 , alpha , num){
n<-as . character (num)

if(u==0){u=1e -6} ; if(u==1){u=1 -1e -6}
x<-invderPhi (Phi(u , alpha , n , deriv=”1”)/p , alpha , n)

Phi(Phi(x , alpha , n) -Phi(u , alpha , n) , alpha , n , inv=T)

}
regquant=Vectorize (regquant , ”u”)
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# Datos en c u a n t i l e s

plot (datos_cuant [ ,1 ] , datos_cuant [ ,2 ] )

u=seq( 0 ,1 , by= 0 .01 )

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
v=regquant (u , p=p , alpha=alpha_hat [ best ] , num=best )

lines (u , v , col=” red ” , lwd=3)

}

# Mediante l a s d i s t r i b u c i o n e s emp ı́ r i ca s de l a s marg ina les

Fn=function (x , obs){
fn=function (s){length (which (obs<=s) )/length (obs)}
sapply (x , fn)

}
invFn=function (u , obs){

invfn=function (v){max(obs [ which (Fn(obs , obs)<=v) ] )}
sapply (u , invfn )

}

regcuantil_datos=function (x , datos , p= 0 . 5 , alpha , num){
a<-sapply (Fn(x , datos [ ,1 ] ) , regquant , p , alpha , num)

y<-invFn (a , datos [ ,2 ] )

}

windows ( )

plot (datos [ ,1 ] , datos [ ,2 ] , xlab=”Sc” , ylab=”Co”)

xx<-seq(min(datos [ ,1 ] ) , max(datos [ ,1 ] ) ,by= 0 .01 )

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
yy=regcuantil_datos (xx , datos , p=p , alpha=alpha_hat [ best ] , num=best )

lines (xx , yy , col=” red ” , lwd=3)

}

# Mediante es t imac i ón n úc leo para l a s marg ina les

# Densidad es t imac i ón n úc leo

dkernel<-function (x , muestra , dker=dnorm , h){
sapply (x , function (x){sum(dker ( (x -muestra )/h) )/(h*length (muestra ) )})

}

# D i s t r i b u c i ó n e s t imac i ón n úc leo

pkernel<-function (x , muestra , pker=pnorm , h){
sapply (x , function (x){sum(pker ( (x -muestra )/h) )/(length (muestra ) )})

}
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# Inver sa d i s t r i b u c i ó n e s t imac i ón n úc leo

qkernel<-function (u , muestra , pker=pnorm , h){
sapply (u , function (u){uniroot (function (x){u -pkernel (x , muestra , pker , h)} ,

interval=c( -10 ,10 ) , tol=1e -6)$root})

}

# Ventanas por v a l i d a c i ó n cruzada

hcv1<-bw . bcv(datos [ ,1 ] )

hcv2<-bw . bcv(datos [ ,2 ] )

par(mfrow=c( 1 ,2 ) )

hist (datos [ ,1 ] , freq=F , breaks=20 )

lines (density (datos [ ,1 ] ,bw=hcv1 ) , lwd=2 , col=” red ”)

rug(datos [ ,1 ] , col=” dodgerblue ”)

hist (datos [ ,2 ] , freq=F , breaks=20 )

lines (density (datos [ ,2 ] ,bw=hcv2 ) , lwd=2 , col=” red ”)

rug(datos [ ,2 ] , col=” dodgerblue ”)

regcuantil_datos_nucleo=function (x , datos , p= 0 . 5 , alpha , num){
a<-sapply (pkernel (x , datos [ ,1 ] ,h=hcv1 ) , regquant , p , alpha , num)

y<-qkernel (a , datos [ ,2 ] ,h=hcv2 )

}

windows ( )

plot (datos [ ,1 ] , datos [ ,2 ] , xlab=”Sc” , ylab=”Co”)

for(p in c( 0 . 0 5 , 0 . 2 5 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 0 . 9 5 ) ){
zz=regcuantil_datos_nucleo (xx , datos , p=p , alpha=alpha_hat [ best ] , num=best )

lines (xx , zz , col=” blue ” , lwd=3)

}
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Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 320(6):723–726, 1995.

[31] C. Genest, B. Rémillard, y D. Beaudoin. Goodness-of-fit tests for copulas: a review

and a power study. Insurance Math. Econom., 44(2):199–213, 2009.

[32] C. Genest y L.-P. Rivest. Statistical inference procedures for bivariate Archimedean

copulas. J. Amer. Statist. Assoc., 88(423):1034–1043, 1993.

[33] P. Georges, A.-G. Lamy, E. Nicolas, G. Quibel, y T. Roncalli. Multivariate survival

modelling: a unified approach with copulas. http://ssrn.com/abstract=1032559,

mayo 2001.

[34] P. Hall, G. S. Watson, y J. Cabrera. Kernel density estimation with spherical data.

Biometrika, 74(4):751–762, 1987.

[35] M. Hofert. Sampling Archimedean copulas. Comput. Statist. Data Anal.,

52(12):5163–5174, 2008.

[36] H. Joe. Multivariate models and dependence concepts, vol. 73 de Monographs on

Statistics and Applied Probability. Chapman & Hall, London, 1997.

[37] M. E. Johnson. Multivariate statistical simulation. Wiley Series in Probability and

Mathematical Statistics. Applied Probability and Statistics. John Wiley & Sons Ltd.,

New York etc., 1987.

[38] R. A. Johnson y T. E. Wehrly. Some angular-linear distributions and related regres-

sion models. J. Amer. Statist. Assoc., 73(363):602–606, 1978.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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págs. 10–28, 2003.

[59] R. B. Nelsen. An introduction to copulas. Springer Series in Statistics. Springer, New

York, second edition, 2006.

[60] R. B. Nelsen y G. A. Fredricks. Diagonal copulas. En Distributions with given
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